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تهران حلی علامه دبیرستان و شریف صنعتی دانشگاه



وکیلی داوود مقدم، فتاهی هومن ثقفیان، مرتضی آقایان همکاري با مقصودي ایمان و پناه عالی هیراد آقایان توسط دفترچه این
است. محفوظ تکثیر و چاپ حق گونه هر است. شده تهیه فرد اعتصامی مهدي و



مقدماتی) (سطح هندسه المپیاد آزمون
در تواند می (او کند. حرکت مشکی هاي قسمت داخل تواند نمی او اما Bبرود، نقطه Aبه نقطه از خواهد می علی .1
دو این بین علی حرکت مسیر ترین کوتاه کند) حرکت شبکه خطوط روي تنها ندارد لزومی و کند حرکت دلخواهی جهت هر

بنویسید. را آن طول و کنید رسم را نقطه

مرتضیثقفیان

صورتی به ω دایره ACو ضلع روي ترتیب به Y Xو نقاط ،ω محیطی دایره با (AB < AC)ABC مثلث در .2
را ω XYدایره خط اگر ندارند.) BCقرار ضلع یکسمت در Y (Aو .CX = CY = AB که اند شده انتخاب

.PB = PC کنید ثابت کند قطع P در دوم بار براي
ایمانمقصودي

ضلعی، چهار این مجاور ضلع دو هر روي نیستند. موازي آن ضلع دو هیچ که است محدبی ضلعی چهار ABCD .3
که (راسی چهارمش راس که دارد وجود یکی دقیقا ها، الاضلاع متوازي این میان در کنید ثابت سازیم. می الاضلاعی متوازي

گیرد. می قرار ضلعی چهار درون نیست) چهارضلعی رئوس به متعلق
مرتضیثقفیان

K در ACرا تا کنیم می رسم BCرا منصفضلع عمود A∠مفروضاست. = ٩٠◦ ABCبا الزاویه قائم مثلث .4
زوایاي مقادیر Cباشد زاویه CLنیمساز اگر کند. قطع L در ABرا تا کنیم می رسم نیز BKرا منصف عمود کند. قطع

بیابید. Cرا Bو
مهدياعتصامیفرد

: همچنین و است درجه 135 ADCبرابر زاویه دانیم محدبABCDمی چهارضلعی در .5
∠ADB − ∠ABD = ٢∠DAB = ۴∠CBD

AD و BC اضلاع هاي طول مجموع با AB ضلع طول کنید ثابت باشد CD ضلع طول ٢√برابر ،BC ضلع طول اگر
است. برابر

مهدياعتصامیفرد



متوسط) (سطح هندسه المپیاد آزمون

BCباشند. ADو قطر به هایی ω٢دایره ω١و فرضکنید ABمفروضاست. ∥ CD شرط ABCDبا ذوزنقه .1

نیست. ذوزنقه نصفمحیط از XYبیشتر طول ثابتکنید کنیم. ω٢انتخابمی ω١و روي دلخواه صورت به Yرا Xو نقاط

مهدياعتصامیفرد

کند. قطع P در را دوم دایره تا کنیم می رسم مماسی C١ بر A از متقاطعند. B و A نقاط در C٢ و C١ دایره دو .2
QDرا Qمماس از دارد.) قرار C٢ دایره Qخارج کنید (فرض کند. می Qقطع در دوم بار براي را C١ دایره PB خط
خط کنید ثابت ندارند.) قرار PQیکطرف Dدر (Aو کند. قطع C نقطه در را C١ دایره تا کنیم می رسم C٢ دایره بر

CAPاست. زاویه ADنیمساز

ایمانمقصودي

کرد. افراز متشابه چهارضلعی n به را آن بتوان که باشد داشته وجود مثلثی که اي گونه به بیابید را n طبیعی اعداد همه .3

بلوهف مرتضیثقفیان-

BC تا کنیم می مماس مثلث محیطی دایره Aبر نقطه در A∠مفروضاست. = ٩٠◦ ABCبا الزاویه قائم مثلث .4
مماس اگر کند. Qقطع در دوم بار براي را محیطی دایره PM و ABباشد کمان Mوسط فرضکنید کند. قطع P در را

است. درجه 90 برابر PKC زاویه کنید ثابت کند Kقطع در ACرا Qخط در دایره بر

وکیلی داوود

Aدایره در ω٢ دایره بر مماس Cو در را ω٢ Aدایره در ω١ دایره بر مماس Bمتقاطعند. Aو در ω٢ و ω١ دوایر .5
و ω١ دوایر آن خارجی نیمساز و F Eو در را ω٢ و ω١ CADدوایر زاویه داخلی نیمساز اگر کند. می Dقطع در را ω١

است. BEFمماس مثلث محیطی دایره XYبر منصف عمود کنید ثابت کند قطع Y Xو در را ω٢

مهدياعتصامیفرد



پیشرفته) (سطح هندسه المپیاد آزمون

Aدایره ω٢در دایره بر مماس Cو در ω٢را Aدایره ω١در دایره بر مماس Bمتقاطعند. Aو ω٢در ω١و دایره دو .1
E از دارد.) Fقرار Cو کند.(Eبین Fقطع Eو ترتیبدر به ω٢را ω١و ،CDفرضکنیدخط کند. می Dقطع در ω١را
Qهمخطند. Pو ثابتکنیدAو کند. Qقطع در ω١را تا میکنیم ADعمود Fبر از Pو در ω٢را تا میکنیم ACعمود بر

مهدياعتصامیفرد

BC ضلع بر شده وارد ارتفاع Dپاي ACو ضلع Mوسط کنید فرض است. ABCمفروض الزاویه حاده مثلث .2
طرف دو در C (Xو باشند. ٩٠◦ DXMبرابر AXBو هاي زاویه که گیریم می نظر در اي گونه به Xرا نقطه باشد.

MBCاست. زاویه برابر XMBدو زاویه کنید ثابت دارند.) BMقرار

وکیلی داوود

دوایر مراکز I٢ و I١ کنید فرض نامیم. می P را BC و AD برخورد محل ،ABCD محدب چهارضلعی در .3
H PDCرا مثلث ارتفاعی مرکز Oو مثلثPABرا محیطی دایره مرکز اگر PDCباشند. PABو مثلثهاي محاطی
محیطی دوایر اگر تنها و اگر مماسند یکدیگر DHCبر AI١Bو هاي مثلث محیطی دوایر دهید نشان صورت این در بنامیم،

باشند. مماس یکدیگر DI٢Cبر AOBو هاي مثلث
هومنفتاحیمقدم

BCیکدیگر خطوطADو Eو در را CDیکدیگر ABو خطوط محدبABCDمفروضاست. چهارضلعی .4
Dمی از که است اي دایره ω١ فرضکنید بگیرید. نظر در چهارضلعی هاي قطر برخورد محل را P کنند. می قطع F در را
P در BD بر گذرد، می C از که است اي دایره ω٢ و کند می Xقطع در را AD و است مماس P در AC بر گذرد،
P از وارد عمود کنید ثابت کنند قطع را Qیکدیگر در دوم بار براي دایره دو اگر کند. می قطع Y در BCرا و است مماس

گذرد. XQYمی مثلث محیطی دایره مرکز EFاز بر

ایمانمقصودي

،١ ≤ i, j, k ≤ ٢ هر براي که صورتی به دارند وجود صفحه در Z٢ و ،Z١ ،Y٢ ،Y١ ،X٢ ،X١ نقطه شش آیا .5
باشند؟ XiYjZkمتشابه هاي مثلث

مرتضیثقفیان



مقدماتی) (سطح هندسه المپیاد آزمون پاسخ

در تواند می (او کند. حرکت مشکی هاي قسمت داخل تواند نمی او اما Bبرود، نقطه Aبه نقطه از خواهد می علی .1
دو این بین علی حرکت مسیر ترین کوتاه کند) حرکت شبکه خطوط روي تنها ندارد لزومی و کند حرکت دلخواهی جهت هر

بنویسید. را آن طول و کنید رسم را نقطه

مرتضیثقفیان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه

: شود می محاسبه زیر صورت به مسیر طول فیثاغورس، قضیه به توجه با
√٣٢ + ٣٢ +√٣٢ + ۴٢ + ١+

√٢٢ + ٢٢ + ١ = ٧+ ۵√٢



صورتی به ω دایره ACو ضلع روي ترتیب به Y Xو نقاط ،ω محیطی دایره با (AB < AC)ABC مثلث در .2
را ω XYدایره خط اگر ندارند.) BCقرار ضلع یکسمت در Y (Aو .CX = CY = AB که اند شده انتخاب

.PB = PC کنید ثابت کند قطع P در دوم بار براي

ایمانمقصودي

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
: داریم بنابراین .CX = CY که دانیم می

∠Y XC = ∠XY C ⇒ AP + CY = PC

است. برابر PC با PB نتیجه در APو + CY = AP + AB = PB ABپس = CY که دانیم می همچنین



ضلعی، چهار این مجاور ضلع دو هر روي نیستند. موازي آن ضلع دو هیچ که است محدبی ضلعی چهار ABCD .3
که (راسی چهارمش راس که دارد وجود یکی دقیقا ها، الاضلاع متوازي این میان در کنید ثابت سازیم. می الاضلاعی متوازي

گیرد. می قرار ضلعی چهار درون نیست) چهارضلعی رئوس به متعلق

مرتضیثقفیان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
∠DAB +∠ABC > اگر تنها و اگر است چهارضلعی درون شود می ADرسم Bموازي از که خطی وضوح به

.١٨٠◦

مشخصاست و شود، درجه 180 از بیشتر مجاورش زوایاي یکاز هر با اش زاویه مجموع که بیابیم را راسی باید بنابراین
دارد. وجود خاصیت این با یکراس تنها که



K در ACرا تا کنیم می رسم BCرا منصفضلع عمود A∠مفروضاست. = ٩٠◦ ABCبا الزاویه قائم مثلث .4
زوایاي مقادیر Cباشد زاویه CLنیمساز اگر کند. قطع L در ABرا تا کنیم می رسم نیز BKرا منصف عمود کند. قطع

بیابید. Cرا Bو

مهدياعتصامیفرد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
: صورت این در ACباشد، > AB اگر

∠LBK = ∠LKB = α ⇒ ∠KLA = ٢α ⇒ ∠LKA = ٩٠◦ − ٢α
BK = CK ⇒ ∠KBC = ∠KCB =

∠BKA

٢ = ۴۵◦ − α

٢
است. C زاویه نیمساز CL خط که دانیم می باشد. BCعمود بر LT که بگیرید نظر در صورتی BCبه روي را T نقطه

: داریم حال KALهمنهشتند. مثلثBTLو دو LBبنابراین = LK که آنجایی از LAو = LT پس

⇒ ∠LBT = ∠LKA ⇒ ۴۵◦ + α

٢ = ٩٠◦ − ٢α ⇒ α = ١٨◦

است. درجه 36 Cبرابر زاویه و درجه 54 Bبرابر زاویه بنابراین



KAL و BTL مثلث دو گیریم می نتیجه قبل قسمت مشابه صورت این در باشد. AB > AC کنید فرض حال
: داریم حال همنهشتند.

⇒ ∠LBT = ∠LKA = ٩٠◦ − ٢α ⇒ ∠CBK = ∠BKC = ٩٠◦ − α

: دانیم می دیگر طرف از

BK = CK ⇒ ∠CBK = ∠BKC = ۶٠◦ ⇒ α = ٣٠◦

است. درجه 60 Cبرابر زاویه و درجه 30 Bبرابر زاویه بنابراین

بگیرید نظر در صورتی BCبه روي Tرا نقطه ABاست. Lوسط Kو ≡ Aحالت این در ABباشد، = AC اگر
پس است ممکن نا که ،LT = LA = LB پس است. C زاویه نیمساز CL که دانیم می باشد. BCعمود بر LT که

ندارد. جوابی حالت این



: همچنین و است درجه 135 ADCبرابر زاویه دانیم محدبABCDمی چهارضلعی در .5

∠ADB − ∠ABD = ٢∠DAB = ۴∠CBD

AD و BC اضلاع هاي طول مجموع با AB ضلع طول کنید ثابت باشد CD ضلع طول ٢√برابر ،BC ضلع طول اگر
است. برابر

مهدياعتصامیفرد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
: داریم نتیجه DAB∠در = ٢αپس CBD∠باشد. = α فرضکنید

∠ADB − ∠ABD = ۴α , ∠ADB + ∠ABD = ١٨٠◦ − ٢α
⇒ ∠ADB = ٩٠◦ + α , ∠ABD = ٩٠◦ − ٣α ⇒ ∠DAB + ∠CBA = ٩٠◦

زاویه که دانیم می دیگر طرف از است. درجه 90 برابر APB زاویه وضوح به نامیم. می BC و AD تقاطع را P نقطه
PD =

√٢
٢ CD = BC

٢ که گیریم می نتیجه پس است. درجه 45 برابر PDC

دانیم می شود. QDمی = ٢PD = BC صورت این در بگیریم نظر در P به Dنسبت قرینه Qرا نقطه اگر حال
.∠ABQ = ٩٠◦ − αپس∠CBD = ∠CBQ = α نتیجه در هستند. QPBهمنهشت DPBو مثلث دو که

: بنابراین است. الساقین مثلثABQمتساوي DAB∠پس = ٢α دیگر طرف از

⇒ AB = AQ ⇒ AB = DQ+ AD = BC + AD

.



متوسط) (سطح هندسه المپیاد آزمون پاسخ

BCباشند. ADو قطر به هایی ω٢دایره ω١و فرضکنید ABمفروضاست. ∥ CD شرط ABCDبا ذوزنقه .1

نیست. ذوزنقه نصفمحیط از XYبیشتر طول ثابتکنید کنیم. ω٢انتخابمی ω١و روي دلخواه صورت به Yرا Xو نقاط

مهدياعتصامیفرد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

اول. حل راه
پس هستند. BC و AD اوساط O٢ و O١ وضوح به بگیرید. نظر در ω٢ و ω١ هاي دایره مراکز را O٢ O١و نقاط

: داریم
XO١ =

AD

٢ , Y O٢ =
BC

٢ , O١O٢ =
AB + CD

٢
⇒ XY ≤ XO١ +O١O٢ + Y O٢ =

AB +BC + CD +DA

٢



دوم. حل راه
: دهیم نشان است کافی یعنی دارند. قرار دو آن المرکزین خط روي دایره دو نقاط دورترین

XY ≤ AB +BC + CD +DA

٢

: که چرا است واضح نیز گزاره این و

XO١ =
AD

٢ , O١O٢ =
AB + CD

٢ , Y O٢ =
BC

٢



کند. قطع P در را دوم دایره تا کنیم می رسم مماسی C١ بر A از متقاطعند. B و A نقاط در C٢ و C١ دایره دو .2
QDرا Qمماس از دارد.) قرار C٢ دایره Qخارج کنید (فرض کند. می Qقطع در دوم بار براي را C١ دایره PB خط
خط کنید ثابت ندارند.) قرار PQیکطرف Dدر (Aو کند. قطع C نقطه در را C١ دایره تا کنیم می رسم C٢ دایره بر

CAPاست. زاویه ADنیمساز

ایمانمقصودي

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. حل راه
: که دانیم می

∠CAB = ∠CQB , ∠DAB = ∠BDQ

⇒ ∠CAD = ∠CAB + ∠DAB = ∠CQB + ∠BDQ = ∠PBD = ∠PAD

CAPاست. زاویه ADنیمساز بنابراین



کرد. افراز متشابه چهارضلعی n به را آن بتوان که باشد داشته وجود مثلثی که اي گونه به بیابید را n طبیعی اعداد همه .3

بلوهف مرتضیثقفیان-

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
محدب ها ضلعی 4 از یکی زیرا است نادرست گزاره نیز n = براي٢ ندارد. وجود مثلثی چنین وضوح به n = براي١

: داد انجام زیر صورت به را کار این توان می الاضلاغ متساوي هاي مثلث براي n ≥ ٣ براي شود. می مقعر دیگري و

.

.

.

.



BC تا کنیم می مماس مثلث محیطی دایره Aبر نقطه در A∠مفروضاست. = ٩٠◦ ABCبا الزاویه قائم مثلث .4
مماس اگر کند. Qقطع در دوم بار براي را محیطی دایره PM و ABباشد کمان Mوسط فرضکنید کند. قطع P در را

است. درجه 90 برابر PKC زاویه کنید ثابت کند Kقطع در ACرا Qخط در دایره بر

وکیلی داوود

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. حل راه
PKموازي دهیم نشان است صورتکافی این در .AB < AC فرضکنید اول حالت براي بگیرید. نظر در حالت دو

: داریم حال ABاست.

△PMA ∼ △PAQ ⇒ AQ

MA
=

PQ

PA
, △PMB ∼ △PCQ ⇒ MB

QC
=

PB

PQ

△PBA ∼ △PAC ⇒ AC

BA
=

PA

PB

: داریم بالا هاي تساوي بنابر است، MBبرابر MAبا که آنجایی از

AQ

QC
=

BA

AC
(١)

△KAQ ∼ △KQC ⇒ KA

KQ
=

KQ

KC
=

AQ

QC
⇒ KA

KC
= (

AQ

QC
)٢ (٢)

△PBA ∼ △PAC ⇒ PB

PA
=

PA

PC
=

BA

AC
⇒ PB

PC
= (

BA

AC
)٢ (٣)

(١), (٢), (٣) ⇒ KA

KC
=

PB

PC
⇒ PK ∥ AB



ABاست. موازي PK که شود می داده نشان مشابه طریق به ACباشد، < AB فرضکنیم اگر دوم حالت براي



Aدایره در ω٢ دایره بر مماس Cو در را ω٢ Aدایره در ω١ دایره بر مماس Bمتقاطعند. Aو در ω٢ و ω١ دوایر .5
و ω١ دوایر آن خارجی نیمساز و F Eو در را ω٢ و ω١ CADدوایر زاویه داخلی نیمساز اگر کند. می Dقطع در را ω١

است. BEFمماس مثلث محیطی دایره XYبر منصف عمود کنید ثابت کند قطع Y Xو در را ω٢

مهدياعتصامیفرد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
: داریم حال بگیرید. نظر در Y F XEو تقاطع محل را P نقطه

∠EXA = ∠EAC = ∠EAD = ∠FY A = α ⇒ PX = PY

∠ABE = ∠EXA = α , ∠ABF = ١٨٠◦ − ∠FY A = ١٨٠◦ − α

⇒ ∠EBF = ∠XPY = ١٨٠◦ − ٢α ⇒ PEBF : cyclic

EF⊥XY ⇒ ∠PEF = ∠AEX = ∠AFY ⇒ PE = PF

از EF کمان وسط P نقطه پس است. محاطی PEBF چهارضلعی و PE = PF که گیریم می نتیجه بنابراین
بنابراین گذرد. Pمی نقطه از و EFاست XYموازي عمودمنصف که دانیم می همچنین BEFاست. مثلث محیطی دایره

است. مماس P نقطه BEFدر مثلث محیطی دایره XYبر منصف عمود



پیشرفته) (سطح هندسه المپیاد آزمون

Aدایره ω٢در دایره بر مماس Cو در ω٢را Aدایره ω١در دایره بر مماس Bمتقاطعند. Aو ω٢در ω١و دایره دو .1
E از دارد.) Fقرار Cو کند.(Eبین Fقطع Eو ترتیبدر به ω٢را ω١و ،CDفرضکنیدخط کند. می Dقطع در ω١را
Qهمخطند. Pو ثابتکنیدAو کند. Qقطع در ω١را تا میکنیم ADعمود Fبر از Pو در ω٢را تا میکنیم ACعمود بر

مهدياعتصامیفرد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
: که دانیم می

∠AFC = ∠AED = ١٨٠◦ − ∠CAD , ∠AEF = ١٨٠◦ − ∠AQD

⇒ ∠AFD = ∠AQD

Eنسبت نقطه قرینه نیز P نقطه گفت توان می مشابه صورت ADاست.به خط به نسبت F نقطه Qقرینه نقطه بنابراین
: نتیجه در ACاست. خط به

∠DAQ = ∠DAF = ∠ACD , ∠CAP = ∠CAE = ∠CDA

⇒ ∠DAQ+ ∠CAD + ∠CAP = ∠ACD + ∠CAD + ∠CDA = ١٨٠◦
خطند. Qهم و P Aو نقاط پس



BC ضلع بر شده وارد ارتفاع Dپاي ACو ضلع Mوسط کنید فرض است. ABCمفروض الزاویه حاده مثلث .2
طرف دو در C (Xو باشند. ٩٠◦ DXMبرابر AXBو هاي زاویه که گیریم می نظر در اي گونه به Xرا نقطه باشد.

MBCاست. زاویه برابر XMBدو زاویه کنید ثابت دارند.) BMقرار

وکیلی داوود

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

اول. حل راه
بنابراین .∠MBC = ∠NMB و است BC ضلع MNموازي بنابراین باشد. AB ضلع Nوسط کنید فرض

: داریم حال XMBاست. زاویه MNنیمساز که دهیم نشان است کافی

∠ADB = ∠AXB = ٩٠◦ ⇒ AXDB : cyclic

⇒ ∠BXD = ∠BAD = ٩٠◦ − ∠ABC ⇒ ∠BXM = ∠BNM = ١٨٠◦ − ∠ABC

⇒ BNXM ; cyclic , AN = NX = BN ⇒ ∠BMN = ∠XMN



دوم. حل راه
می شود. ADBQمستطیل چهارضلعی که بگیرید نظر در طوري Qرا نقطه بنامید. P BCرا XMو تقاطع محل

: که دانیم
∠DXP = ∠ADP = ٩٠◦ ⇒ ∠ADX = ∠XPD

: داریم پس است. AXDBQمحاطی ضلعی پنج که دانیم می همچنین

∠ADX = ∠AQX ⇒ ∠AQX = ∠XPD

: داریم همخطند. P Xو Qو شود می BPنتیجه AQو توازي از بنابراین

AM = MC and AQ ∥ BP ⇒ QM = MP

: داریم .∠QBC = ٩٠◦ که دهیم نشان کافیست

QM = BM = MP ⇒ ∠XMB = ٢∠MBC



سوم. حل راه
: داریم بگیرید. نظر BCدر XMو تقاطع را P نقطه

∠ADB = ∠AXB = ٩٠◦

⇒ ∠BXD = ∠BAD = ٩٠◦ − ∠B (١)
AM = MC = که چرا است DCعمود MNبر که دانیم DCباشد.می خط پاره Nوسط نقطه کنید فرض حال

: داریم بنابراین است. DXMNمحاطی پسچهارضلعی .MD

∠DXN = ∠DMN = ∠NMC = ٩٠◦ − ∠C (٢)
: گفت توان می (2) و (1) معادلات به توجه با

∠BXN = ∠BXD + ∠DXN = ( ٩٠◦ − ∠B ) + ( ٩٠◦ − ∠C ) = ∠A (۴)

: داریم دیگر طرف از

XN

AM
=

XN

DM
= sin∠XDN = sin∠BAX =

BX

AB
(۵)

: داریم پس BANمتشابهند. BXNو مثلث دو گفت توان می (5) و (4) معادلات به توجه با

∠XMD = ∠XNB = ∠AMB ⇒ ∠BMD = ∠XMA = ∠CMP

BPاست. منصف MNعمود پس



دوایر مراکز I٢ و I١ کنید فرض نامیم. می P را BC و AD برخورد محل ،ABCD محدب چهارضلعی در .3
H PDCرا مثلث ارتفاعی مرکز Oو مثلثPABرا محیطی دایره مرکز اگر PDCباشند. PABو مثلثهاي محاطی
محیطی دوایر اگر تنها و اگر مماسند یکدیگر DHCبر AI١Bو هاي مثلث محیطی دوایر دهید نشان صورت این در بنامیم،

باشند. مماس یکدیگر DI٢Cبر AOBو هاي مثلث
هومنفتاحیمقدم

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
دومین Qرا نقطه همچنین باشند. Kمماس نقطه در یکدیگر DHCبه AI١Bو مثلث دو محیطی دوایر کنید فرض

: که دانیم می بگیرید. نظر BKCدر AKDو هاي مثلث محیطی دوایر برخورد محل

∠DHC = ∠DKC = ١٨٠◦ − ∠P

∠P + ∠PDK + ∠PCK = ∠DKC ⇒ ∠PDK + ∠PCK = ١٨٠◦ − ٢∠P
AQKD : cyclic ⇒ ∠AQK = ١٨٠◦ − ∠PDK

BQKC : cyclic ⇒ ∠BQK = ١٨٠◦ − ∠PCK

⇒ ∠AQB = ١٨٠◦ − ٢∠P = ١٨٠◦ − ∠AOB ⇒ AOBQ : cyclic

: نتیجه AQB∠در = ∠DKC BKD∠و = ∠BQC AKD∠و = ∠AQD : داریم همچنین

∠CQD = ∠AKB + ∠P = ١٨٠◦ − ∠AI١B + ∠P = ٩٠◦ + ∠P
٢ = ∠CI٢D

بر DI٢C و AOB هاي مثلث محیطی دوایر که کنیم ثابت است کافی است. محاطی CDQI٢ چهارضلعی پس
: که دهیم می نشان این اثبات براي Qمماسند. نقطه در یکدیگر

∠ABQ+ ∠DCQ = ∠AQD



: داریم
∠ABK + ∠DCK = ∠AKD

⇒ (∠ABQ+ ∠KBQ) + (∠QCD − ∠QCK) = ∠AKD

: پس .∠AKD = ∠AQD KBQ∠و = ∠QCK : دانیم می اما

∠ABQ+ ∠DCQ = ∠AQD

شود. می اثبات مسئله خواسته و
برخورد محل دومین Kرا بگیرید. نظر Qدر DI٢Cرا AOBو مثلثهاي دایره دو برخورد محل مسئله، طرفدیگر براي
AI١Bو هاي مثلث دایره دو که داد نشان توان می مشابه طور به بگیرید. نظر BQCدر AQDو هاي مثلث محیطی دوایر

مماسند. یکدیگر Kبه DHCدر

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

دارد. وجود چهارضلعی میشل نقطه مرکز به انعکاس کمک به دیگري حل راه نکته.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−



BCیکدیگر خطوطADو Eو در را CDیکدیگر ABو خطوط محدبABCDمفروضاست. چهارضلعی .4
Dمی از که است اي دایره ω١ فرضکنید بگیرید. نظر در چهارضلعی هاي قطر برخورد محل را P کنند. می قطع F در را
P در BD بر گذرد، می C از که است اي دایره ω٢ و کند می Xقطع در را AD و است مماس P در AC بر گذرد،
P از وارد عمود کنید ثابت کنند قطع را Qیکدیگر در دوم بار براي دایره دو اگر کند. می قطع Y در BCرا و است مماس

گذرد. XQYمی مثلث محیطی دایره مرکز EFاز بر

ایمانمقصودي

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

BCدر و AD خطوط و E نقطه در CD و AB خطوط ،ABCD محدب چهارضلعی در اول. لم اول. حل راه
روي دلخواهی نقاط Y Xو کنید فرض بگیرید. نظر BDدر ACو تقاطع را P نقطه کنند. می قطع را یکدیگر F نقطه
EF و UV XYو خطوط آنگاه بنامیم V را PY ADو تقاطع و U را PX BCو تقاطع اگر BCباشند. ADو

همرسند.

اثبات.
: که میدانیم Kبنامید. CDرا و PF تقاطع Lو UVرا و PF تقاطع بگیرید. نظر UVدر XYو تقاطع Zرا نقطه

(Z,L, V, U) = −١ , (E,K,D,C) = −١
می اثبات لم و هستند Eیکی ′ Eو پس .(E ′, K,D,C) = صورت١− این در کند Eقطع ′ در را CD،XF اگر

شود.



BC ADو خطوط Eو در را CDیکدیگر ABو خطوط ،O مرکز ABCDبا محاطی چهارضلعی در دوم. لم
است. EFعمود بر POصورت این در BDبگیرید. ACو تقاطع محل را P نقطه کنند. می قطع F در را یکدیگر

اثبات.
C Aو از دایره بر وارد هاي مماس تلاقی Rمحل نقطه فرضکنید بگیرید. نظر ABCDدر چهارضلعی محیطی دایره ωرا

Dباشد. Bو از دایره بر وارد هاي مماس تلاقی محل S نقطه و
EF روي S Rو نقاط که گیریم می ABBCDDنتیجه AABCCDو هاي ششضلعی در پاسکال قضیه به توجه با

دارند. قرار

می R نقطه از دایره به نسبت نیز P نقطه قطبی بنابراین گذرد. می P از ω دایره به نسبت R نقطه قطبی که دانیم می
دایره به Pنسبت نقطه قطبی نتیجه در گذرد. می Sنیز نقطه از دایره به Pنسبت نقطه قطبی گفت توان می مشابه طور به گذرد.

است. EFعمود OPبر یعنی EFاست. خط همان



: داریم کند. قطع V نقطه در ADرا ،PY Uو نقطه در BCرا ،PX فرضکنید حال

∠XQP = α ⇒ ∠XDP = ∠XPA = ∠UPC = α

∠Y QP = θ ⇒ ∠Y CP = ∠Y PB = ∠V PD = θ

⇒ ∠XV Y = ∠XQY = ∠XUY = α + θ ⇒ QVXY U : cyclic

EF UVو XYو گفت توان می اول لم به توجه با بگیرید. نظر QVXYدر U ضلعی پنج محیطی دایره مرکز Oرا نقطه
مرکز EFاز Pبر از وارد پسعمود است. FZعمود POبر که گفت توان می 2 لم به توجه با حال Zهمرسند. نقطه در

گذرد. XQYمی مثلث محیطی دایره



دوم. حل راه
می تبدیل زیر شکل به را سوال شکل P مرکز به انعکاس XQYباشد. مثلث محیطی دایره Oمرکز نقطه کنید فرض
مثلث محیطی دایره قطر PO′ خط که دهیم نشان کافیست بگیرید. نظر در اصلی نقاط یافته انعکاس را دار پریم نقاط کند.
باید پس خطند. ′′Oهم ′Oو و P نقاط دانیم می Xبگیرید. ′Q′Y ′ مثلث محیطی دایره مرکز ′′Oرا نقطه Eاست. ′PF ′

Eاست. ′PF ′ مثلث محیطی دایره قطر PO′′ خط دهیم نشان

نظر O٢O۴در O١O٣و برخورد محل Kرا و باشند بالا شکل محیطی دوایر O۴مراکز O٣و O٢و O١و فرضکنید
PEاست. ′F ′ مثلث محیطی دایره Kمرکز پس دارد. PFقرار ′ PEو ′ منصف عمود Kروي نقطه که دانیم می بگیرید.
متساوي ذوزنقه D′B′Yیک ′Q′ چهارضلعی دانیم می دیگر، طرف از همخطند. O′′ Kو و P دهیم نشان باید بنابراین
A′Cقرار ′ عمودمنصف ′′Oروي نقطه مشابه صورت به دارد. ′B′Dقرار عمودمنصف ′′Oروي نقطه پس است. الساقین

′B′Dاست. A′Cو ′ برخورد ′′Oمحل نقطه پس دارد.



: داریم حال
A′C ′ ∩O١O٢ = M , A′C ′ ∩O٣O۴ = T

B′D′ ∩O٢O٣ = N , B′D′ ∩O١O۴ = L

R نقاط همچنین باشند. A′Cعمود ′ O′′Vبر A′Cو ′ KUبر که بگیرید نظر در صورتی A′Cبه ′ روي را V Uو نقاط
باشند. ′B′Dعمود O′′Sبر KRو که بگیرید نظر در صورتی ′B′Dبه روي را S و

موازي O٢O٣ مشابه طور به است. O٣O۴ موازي O١O٢ پس عمودند. A′C ′ بر O٣O۴ و O١O٢ که دانیم می
K نقطه که گیریم می نتیجه موضوع این از است. الاضلاع متوازي O١O٢O٣O۴یک چهارضلعی بنابراین O١O۴است.
A′Mو = PM که گیریم می نتیجه همچنین .UM = UT پس دارد. O٣O۴قرار O١O٢و خط پاره دو وسط روي

.C ′T = PT

⇒ PO′′ = A′O′′ − A′P = (PM + PT )− ٢PM = PT − PM

⇒ TO′′ = PT − PO′′ = PM ⇒ UP = UV

نقطه نتیجه در دارد. PSقرار PVو عمودمنصف Kروي پسنقطه .RP = RS که داد نشان توان می مشابه طور به
خطند. ′′Oهم Kو و P نقاط پس است. PSV مثلث محیطی دایره Kمرکز



،١ ≤ i, j, k ≤ ٢ هر براي که صورتی به دارند وجود صفحه در Z٢ و ،Z١ ،Y٢ ،Y١ ،X٢ ،X١ نقطه شش آیا .5
باشند؟ XiYjZkمتشابه هاي مثلث

مرتضیثقفیان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

روسیه) بوگدانف- ایلیا (از حل. راه
.∠Z = ∠X + ٢∠Y ZXو = t٣ و Y Z = t٢ XYو = ١ ،XY Z مثلث در فرضکنید

.∠Z < ∠X + ٢∠Y دانیم می t = براي١ Z∠و > ∠X + ٢∠Y که دانیم می ،t ممکن مقدار کمرین براي
: بگیرید نظر در را زیر نقطه شش حال است. موجود مشخصات این با پسیکمثلث

کنند. می صدق مسئله شرط در و دارند را مسئله صورت در شده خواصگفته نقاط این


