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 بسمه تعالی
      گردآورنده

 فاطمه سجادی   

 مدال طلای کشوری 

   ۹۵المپیاد ریاضی 

 طرح و اثبات یک قضیه

,𝐴𝐵فرض کنید سه وتر  قضیه: 𝐶𝐷, 𝐸𝐹  از دایره𝑊 در𝑋  همرسند.نقطه دلخواه𝑃  را در نظر بگیرید و

,’𝐵قطع کند به طور مشابه  ’𝐴برای بار دوم در  دایره را 𝑃𝐴فرض کنید  𝐶’, 𝐷’, 𝐸’, 𝐹’  .تعریف می شوند

,’𝐴’𝐵در این صورت  𝐶’𝐷’, 𝐸’𝐹’, 𝑃𝑋  .همرسند 

 اثبات اول:

                  

𝑃𝑊طوری در نظر بگیرید که  𝑃𝑋را روی  𝑌نقطه 
(𝑋)

= 𝑋𝑃. 𝑋𝑌 از طرفی داریم . 

                                       = 𝑋𝐴. 𝑋𝐵 = 𝑋𝐶. 𝑋𝐷 = 𝑋𝐸. 𝑋𝐹 𝑃𝑊
(𝑋) 



 

 

,𝑃𝐴𝐵𝑌پس چهارضلعی های  𝑃𝐶𝐷𝑌, 𝑃𝐸𝐹𝑌  نها از نقاطآمحاطی هستند و دایره محیطی های 𝑃, 𝑌 

𝑃𝑊و با نسبت  𝑃میگذرند. با انعکاس حول 
(𝑃)

,𝐴داریم منعکس نقاط    𝐵  نقاطA’, B’  هستند پس منعکس

,𝑃𝐴𝐵است. حال چون دایره های محیطی  ’𝑃𝐴𝐵  ,𝐴’𝐵دایره محیطی  𝑃𝐶𝐷, 𝑃𝐸𝐹  در𝑌  همرسند پس

,’𝐴’𝐵همرسند. یعنی  𝑍یا همان  𝑌نها نیز در منعکس آمنعکس های  𝐶’𝐷’, 𝐸’𝐹’, 𝑃𝑋 .همرسند 

 )تعمیم قضیه پروانه( : دوماثبات 

 درشکل زیر داریم
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۱
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۱

𝑀𝐿
+

۱

𝑀𝑇
      

,𝑈را رسم کنید تا دایره را در  𝑃𝑋وتر  𝑉  قطع کند و خطوط𝐴’𝐵’ و𝐶’𝐷’  و𝐸’𝐹’  را به ترتیب

, 𝑌۱در 𝑌۲, 𝑌۳  .بنابر تعمیم قضیه پروانه داریم قطع کند: 
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۱

𝑃𝑈
                                     

𝑃𝑌۱پس  = 𝑃𝑌۲ = 𝑃𝑌۳   پس خطوط𝐴’𝐵’, 𝐶’𝐷’, 𝐸’𝐹’, 𝑃𝑋 .همرسند 
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 اثبات سوم:   

,’𝐴𝐴مفروض باشد و چهار وتر   𝑊و دایره 𝑃 فرض کنید نقطه  لم: 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’, 𝐷𝐷’ از نقطه𝑃   بگذرند

,𝑃باشد   𝑌برابر  ’𝐶’𝐷و ’𝐴’𝐵باشد و تقاطع  𝑋برابر  𝐶𝐷و   𝐴𝐵ین صورت اگر تقاطع ادر 𝑋, 𝑌  همخط 

 هستند.

                      

,’𝐵𝐶تقاطع  𝐷𝐴’  را𝑇 .بنابر قضیه پاسکال در شش ضلعی محاطی بنامید𝐴𝐵𝐶’𝐶𝐷𝐴’   داریم

(𝐴𝐵, 𝐶𝐷) = 𝑋, (𝐵𝐶’, 𝐷𝐴’) = 𝑇, (𝐴𝐴’, 𝐶𝐶’) = 𝑃 بطور مشابه در شش ضلعی دنهمخط .

,𝑃نقاط  ’𝐷𝐴’𝐵’𝐵𝐶’𝐷محاطی  𝑌, 𝑇 پس نقاط  .دنهمخط𝑃, 𝑇, 𝑋, 𝑌 که این همان حکم دنهمخط 

 است. مساله

,’𝐴𝐴خط ۴بنابر لم برای  𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’, 𝐷𝐷’  اریم تقاطعد𝐴𝐵, 𝐶𝐷   و𝑃  و تقاطع𝐴’𝐵’, 𝐶’𝐷’ دنهمخط. 

,𝑃𝑋یعنی  𝐴’𝐵’, 𝐶’𝐷’  همرسند به طور مشابه𝑃𝑋, 𝐴’𝐵’, 𝐸’𝐹’  همرسند و𝑃𝑋, 𝐶’𝐷’, 𝐸’𝐹’ .همرسند 

,𝑃𝑋پس چهار خط  𝐴’𝐵’, 𝐶’𝐷’, 𝐸’𝐹 له است.همرسند که این همان حکم مسا 
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 سوالات:

,𝑀فرض کنید  مفروض است. 𝐴𝐵𝐶مثلث حاده الزاویه  -۱ 𝐻 ترتیب مرکز ارتفاعی و مثلث و وسط هب𝐵𝐶  

,𝑀بین  𝐻قطع کند به طوری که  ’𝐴دایره را در𝑀𝐻 و 𝐴۱دایره را در  𝐴𝐻باشند. فرض کنید  𝐴’  .باشد

,𝑙𝑏 مینامیم.𝑙𝑎 را  𝐴’𝐴۱خط  𝑙𝑐 .ثابت کنید  بطور مشابه تعریف میشوند𝑙𝑎, 𝑙𝑏, 𝑙𝑐 .همرسند 

درنظربگیرید. میدانیم  ”𝐴و دایره را در  𝐴𝑂مرکز دایره محیطی مثلث باشد. تقاطع  𝑂فرض کنید   راه حل:

𝐴𝐴” = ۲𝑂𝐴”  و𝐴𝐻 = ۲𝑂𝑀  و𝐴𝐻 و𝑂𝑀 .پس  موازی هستند𝐴”, 𝑀, 𝐻 سه وتر .دنهمخط 𝐴𝐴” 

 .همرسند 𝑙𝑐 و𝑙𝑏 و𝑙𝑎 پس طبق قضیه سه خط همرسند. 𝑂در  ”𝐶𝐶و ”𝐵𝐵و

خطی موازی  𝐴مرکز ارتفاعی مثلث باشد. از  𝐻مفروض است. فرض کنید  𝐴𝐵𝐶مثلث حاده الزاویه  -۲

𝐵𝐶  رسم میکنیم تا دایره محیطی را برای بار دوم در𝐴’ قطع کند. فرض کنید𝐴’𝐻   دایره را برای بار دوم

 همرسند. 𝑙𝑐 و𝑙𝑏 و𝑙𝑎ثابت کنید  مینامیم. 𝑙𝑎را  ’’𝐴𝐴قطع کند. خط  ’’𝐴در 

,’𝐴𝐴قطع کند. چون  𝐴۱دایره محیطی را در  𝐴𝐻فرض کنید  راه حل: 𝐵𝐶      موازی هستند پس

𝐴𝐴′𝐴۱ =o ۹۰  پس𝐴′𝐴۱  از مرکز دایره محیطی𝐴𝐵𝐶  میگذرد. )مرکز دایره محیطی همان𝑋  در قضیه و

𝐻 همان𝑃   در قضیه است( پس𝐴𝐴”, 𝐵𝐵”, 𝐶𝐶” .همرسند 

 تمرینات بیشتر:

نقطه ای روی خط اویلر  𝑃فرض کنید  مفروض است. 𝐴𝐵𝐶)تعمیم سوال قبل( مثلث حاده الزاویه  -۱

دایره را در  𝐴’𝑃فرض کنید  قطع کند. ’𝐴رسم میکنیم تا دایره را در  𝐵𝐶 خطی موازی 𝐴از  مثلث باشد.

𝐴”  قطع کند. به طور مشابه𝐵”, 𝐶” .ثابت کنید  را نیز تعریف کنید𝐴𝐴”, 𝐵𝐵”, 𝐶𝐶” .همرسند 

به ترتیب مراکز دایره محاطی خارجی نظیر  𝐼𝑎 و𝐼فرض کنید  مفروض است. 𝐴𝐵𝐶مثلث حاده الزاویه  -۲

 𝐷𝐼𝑎بر  𝐼از  است. 𝐵𝐶روی  𝐴پای نیمساز خارجی نظیر راس   𝐷و دایره محاطی داخلی باشند. 𝐴راس 

,’𝐵قطع کند. به طور مشابه  ’𝐴عمودی رسم می کنیم تا دایره را در  𝐶’  را تعریف میکنیم. ثابت کنید

𝐴𝐴’, 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’ .همرسند 

, 𝐼و 𝐵𝐴𝐶)راهنمایی: ثابت کنید وسط کمان  𝐴’  هستند همخط). 


