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هومن ثقفیان، مرتضی آقایان همکاري با مقصودي ایمان و پناه عالی هیراد آقایان توسط دفترچه این
است. شده تهیه احمدپور سیامک و احمدزاده امیررضا فرد، اعتصامی مهدي وکیلی، داوود مقدم، فتاحی

است. محفوظ تکثیر و چاپ حق گونه هر

دبیرستان و تهران حلی علامه دبیرستان شریف، صنعتی دانشگاه فاطمی، انتشارات از ویژه تشکر با
نمودند. یاري ایران در هندسه المپیاد برگزاري براي را ما که تهران 1 فرزانگان



مقدماتی) (سطح هندسه المپیاد آزمون

مرحله هر در کرده ایم. تقسیم مساوي قسمت چهار به نقطه سه کمک به را 4 ضلع به ABCD مربع اضلاع از یک هر .1
شود. ایجاد چهارضلعی یک تا می کنیم وصل هم به ترتیب به را نقاط و می کنیم انتخاب را نقطه سه از یکی اضلاع از یک هر از

نیست. لازم اثبات بنویسید. را اعداد فقط باشد؟ می تواند اعدادي چه حاصل چهارضلعی مساحت

پناه عالی هیراد

بیابید. را ABC مثلث زاویه هاي زیر شکل 2.در

ثقفیان مرتضی

کنید ثابت کند. قطع F در را AB ضلع تا می کنیم عمود CD ضلع بر C از ABCDE منتظم ضلعی پنج در .3
.AE + AF = BE

چراغی علیرضا



این از نقطه سه هر براي نیستند. هم خط نقاط این از تایی سه هیچ که داریم صفحه در P١, P٢, ..., P١٠٠ نقطه صد .4
که است ممکن آیا می نامیم. ساعتگرد مثلث یک را آن ها باشند ساعتگرد نقطه سه این اعداد صعودي ترتیب اگر نقطه، صد

باشد؟ 2017 دقیقاً ساعتگرد مثلث هاي تعداد

ثقفیان مرتضی

را D نقطه می کنیم. رسم BC ضلع موازي را l خط A رأس از (AB = AC) ABC الساقین متساوي مثلث در .5
عمود هاي پاي و F و E ترتیب به را CD و BD بر A از وارد عمود هاي پاي می گیریم. نظر در دلخواه به l خط روي بر

.AP + AQ ≤ AB کنید ثابت می نامیم. Q و P ترتیب به را l بر F و E از وارد

ثقفیان مرتضی



متوسط) (سطح هندسه المپیاد آزمون

وارد عمود پاي و E را AC بر B از وارد عمود پاي است. درجه 60 با برابر A زاویه ABC الزاویه حاده مثلث در .1
.CE −BF = ٣

٢(AC − AB) کنید ثابت می نامیم. F را AB بر C از

سجادي فاطمه

قطع D در را ω٢ و C در را ω١ تا می گذرانیم B از دلخواهی خط متقاطعند. B و A نقاط در ω٢ و ω١ دایره دو .2
کنید فرض .BD = DF و CE = CB که می شوند انتخاب گونه اي به ω٢ و ω١ روي ترتیب به F و E نقاط کند.

هم خطند. Q و P و A کنید ثابت کند. قطع Q در را ω٢ دایره BE و P در را ω١ دایره BF

مقصودي ایمان

خط نقطه، دو هر ازاي به نیستند. هم خط نقاط این از تایی سه هیچ که است شده داده صفحه در (n > 2) نقطه n .3
مورد هر در کنید (فرض می زنیم علامت را خط این به نقاط بقیه بین از نقطه نزدیکترین و می کنیم رسم را نقاط این بین واصل

می خورد؟ علامت نقطه چند حداکثر است). بوده یکتا نقطه این

(روسیه) فرنکین بوریس

را D نقطه می کنیم. رسم BC ضلع موازي را l خط A رأس از (AB = AC) ABC الساقین متساوي مثلث در .4
عمود هاي پاي و F و E ترتیب به را CD و BD بر A از وارد عمود هاي پاي می گیریم. نظر در دلخواه به l خط روي بر

.AP + AQ ≤ AB کنید ثابت می نامیم. Q و P ترتیب به را l بر F و E از وارد

ثقفیان مرتضی

AA′ کنید فرض .٢XY = BC که می گیریم نظر در طوري BC ضلع روي را Y و X نقاط ABC مثلث در .5
وارد عمود و AY و ،P در را یکدیگر BC بر B از وارد عمود و AX کنید فرض باشد. AXY مثلث محیطی دایره قطر
محیطی دایره مرکز از AXY مثلث محیطی دایره بر A′ در مماس کنید ثابت می کنند. قطع Q در را یکدیگر BC بر C از

می کند. عبور APQ مثلث

مقصودي ایمان



پیشرفته) (سطح هندسه المپیاد آزمون

فرض می نامیم. D را BC ضلع با داخلی محاطی دایره تماس محل و I را نیمسازها برخورد محل ،ABC مثلث در .1
برخورد محل اگر می کند. Yقطع در ABرا ضلع محاطی دایره Xبر از وارد مماس کند. Xقطع در ACرا DIضلع کنید

.AB = BZ کنید ثابت بنامیم Z را BC و Y I

مقدم فتاحی هومن

دایره شش هر که دایره هر کنید ثابت است. واحد حداقل آنها از هریک شعاع که داریم غیرمتقاطع دوبدو دایره شش .2
است. واحد حداقل شعاعش کند قطع را

ثقفیان مرتضی - آبام محمد علی

قطع K در را BC ضلع بر A از وارد ارتفاع CO خط باشد. محیطی دایره مرکز O کنید فرض ABC مثلث در .3
BCM مثلث محیطی دایره و Y در را BC ضلع PO اگر بگیرید. نظر در M را AC وسط و P را AK وسط می کند.

است. محاطی BXOY چهارضلعی کنید ثابت کند قطع X در را AB ضلع

پردازي حمید - نبی دایی علی

دیگر دایره دو بر ω٢ که می کنیم مماس گونه اي به C و B ،A نقاط در ترتیب به را ω٣ و ω٢ ،ω١ دایره سه ،l خط بر .4
دایره ω٣ و ω١ مشترك مماس اگر دارد). قرار C و A بین B و دارند قرار l طرف یک در دایره سه (هر باشد خارج مماس
است. ZYمماس ZXو ACبر قطر به دایره کنید ثابت کند، Zقطع در ω٢را دایره l Bبر از وارد عمود و ،Y Xو در ω٢را

احمد پور سیامک - مقصودي ایمان

مماس صفحه این بر که باشد کره اي S و باشند صفحه یک روي بر نقطه چهار D و C و B و A کنید فرض .5
نیز D′ و C ′ و B′ نقاط شود. مماس A′BCD چهاروجهى وجوه به S که می گیریم نظر در صورتی به را A′ نقطه است.
است. Sمماس کره بر که دارند قرار صفحه اي روي ′Dبر Cو ′ ′Bو ′Aو نقاط کنید ثابت می شوند. تعریف مشابه صورت به

(روسیه) زاسلاوسکی الکسی



مقدماتی) (سطح هندسه المپیاد آزمون پاسخ

مرحله هر در کرده ایم. تقسیم مساوي قسمت چهار به نقطه سه کمک به را 4 ضلع به ABCD مربع اضلاع از یک هر .1
شود. ایجاد چهارضلعی یک تا می کنیم وصل هم به ترتیب به را نقاط و می کنیم انتخاب را نقطه سه از یکی اضلاع از یک هر از

نیست. لازم اثبات بنویسید. را اعداد فقط باشد؟ می تواند اعدادي چه حاصل چهارضلعی مساحت

پناه عالی هیراد

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
مساحت براي جواب هفت کنیم. کم 16 از را حاصل عدد و کنیم محاسبه را سفید مثلث چهار مساحت است کافی

آید: می دست به چهارضلعی
۶, ٧, ٧٫۵, ٨, ٨٫۵, ٩, ١٠



بیابید. را ABC مثلث زاویه هاي زیر شکل 2.در

ثقفیان مرتضی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
است لوزي یک باشند برابر هم با اضلاعش که اي چهارضلعی که دانیم می بگیرید. نظر در x با برابر را ∠BCA زاویه

داریم: شکل درون محاسبات بنابر پس دارد. موازي اضلاع نتیجه در و

∠A+ ∠B + ∠C = ١٨٠◦ → ٩٠− x

٢ + ٢x+ x = ١٨٠◦ → ۵x
٢ = ٩٠◦ → x = ٣۶◦

→ ∠A = ٧٢◦,∠B = ٧٢◦,∠C = ٣۶◦



کنید ثابت کند. قطع F در را AB ضلع تا می کنیم عمود CD ضلع بر C از ABCDE منتظم ضلعی پنج در .3
.AE + AF = BE

چراغی علیرضا

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
درجه 108 با برابر زوایا تمامی منتظم ضلعی پنج در که آنجایی از کند. قطع P در را AE ضلع امتداد CF کنید فرض

داریم: هستند،

∠CFB = ١٨٠◦ − ∠FBC − ∠BCF = ١٨٠◦ − ١٠٨◦ − ١٨◦ = ۵۴◦

→ ∠APF = ∠EAB − ∠AFP = ١٠٨◦ − ۵۴◦ = ۵۴◦ → AF = AP

چهارضلعی که آنجا از همچنین کنند. می تقسیم درجه 36 مساوي قسمت سه به را ها زاویه قطرها منتظم، ضلعی پنج در طرفی از
داریم: پس است. موازي CD با BE است ذوزنقه DEBC

∠BEP = ∠BEC,EB ⊥ CP → CE = EP → AE+AP = CE = BE → AE+AF = BE



این از نقطه سه هر براي نیستند. هم خط نقاط این از تایی سه هیچ که داریم صفحه در P١, P٢, ..., P١٠٠ نقطه صد .4
که است ممکن آیا می نامیم. ساعتگرد مثلث یک را آن ها باشند ساعتگرد نقطه سه این اعداد صعودي ترتیب اگر نقطه، صد

باشد؟ 2017 دقیقاً ساعتگرد مثلث هاي تعداد

ثقفیان مرتضی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
هاى مثلث تعداد حالت این در باشند. دایره یک روى پادساعتگرد ترتیب به P١, P٢, ..., P١٠٠ کنید فرض ابتدا در

است. صفر ساعتگرد
مثلث بودن ساعتگرد وضعیت کند PjPkعبور خط Piاز مثل نقطه یک هربار کنیم، مى نقاط دادن حرکت به شروع حال
یک لحظه یک در که کنند حرکت طورى نقاط کنید (فرض کند نمى تغییر ها مثلث سایر وضعیت و کند مى تغییر PiPjPk

را نقاط کنید فرض کند. مى تغییر واحد یک دقیقاً ساعتگرد هاى مثلث تعداد بنابراین کند). نمى عبور خط دو از همزمان ١٠٠)نقطه
٣
) با برابر ساعتگرد هاى مثلث تعداد حالت این در گیرند. قرار دایره روى ساعتگرد ترتیب به نهایت در تا دهیم حرکت

دقیقاً ساعتگرد هاى مثلث تعداد اى لحظه در پس است. کرده تغییر یکى یکى حرکت طول در و است، بیشتر 2017 از که است
است. بوده 2017



را D نقطه می کنیم. رسم BC ضلع موازي را l خط A رأس از (AB = AC) ABC الساقین متساوي مثلث در .5
عمود هاي پاي و F و E ترتیب به را CD و BD بر A از وارد عمود هاي پاي می گیریم. نظر در دلخواه به l خط روي بر

.AP + AQ ≤ AB کنید ثابت می نامیم. Q و P ترتیب به را l بر F و E از وارد

ثقفیان مرتضی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
Y و X ترتیب به l بر را N و M عمودهاي پاي باشند. AC و AB اضلاع اوساط ترتیب به N و M کنید فرض
خط یک روي خط پاره هر تصویر طول دانیم می طرفی از .AX = AY پس است BC موازي l که آنجایی از می نامیم.

داریم: پس نیست. بیشتر خط پاره آن طول از

AB

٢ = AM = ME ≥ XP = AP + AX

AC

٢ = AN = NF ≥ Y Q = AQ− AY

→ AB ≥ XP + Y Q = AP + AQ+ AX − AY → AB ≥ AP + AQ



متوسط) (سطح هندسه المپیاد آزمون پاسخ

وارد عمود پاي و E را AC بر B از وارد عمود پاي است. درجه 60 با برابر A زاویه ABC الزاویه حاده مثلث در .1
.CE −BF = ٣

٢(AC − AB) کنید ثابت می نامیم. F را AB بر C از

سجادي فاطمه

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. حل راه
داریم: است وتر نصف با برابر ٣٠◦ زاویه به مقابل ضلع که آنجایی از

AE =
AB

٢ −→ CE = AC − AB

٢
AF =

AC

٢ −→ BF = AB − AC

٢
.CE −BF = ٣

٢(AC − AB) بنابراین



قطع D در را ω٢ و C در را ω١ تا می گذرانیم B از دلخواهی خط متقاطعند. B و A نقاط در ω٢ و ω١ دایره دو .2
کنید فرض .BD = DF و CE = CB که می شوند انتخاب گونه اي به ω٢ و ω١ روي ترتیب به F و E نقاط کند.

هم خطند. Q و P و A کنید ثابت کند. قطع Q در را ω٢ دایره BE و P در را ω١ دایره BF

مقصودي ایمان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. حل راه
: که دانیم می

∠BFD = ∠DBF = ١٨٠◦−∠CBP = ∠CEP → ∠CEB+∠BEP = ∠BFQ+∠QFD

∠CEB = ∠CBE = ∠QBD = ∠QFD

→ ∠BEP = ∠BFQ → ∠BAP = ∠BEP = ∠BFQ = ∠BAQ

هم خطند. Q و P ،A نقطه سه بنابراین



خط نقطه، دو هر ازاي به نیستند. هم خط نقاط این از تایی سه هیچ که است شده داده صفحه در (n > 2) نقطه n .3
مورد هر در کنید (فرض می زنیم علامت را خط این به نقاط بقیه بین از نقطه نزدیکترین و می کنیم رسم را نقاط این بین واصل

می خورد؟ علامت نقطه چند حداکثر است). بوده یکتا نقطه این

(روسیه) فرنکین بوریس

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
براي است. واضح n = ٣ حالت براي مسئله است. n با برابر جواب n ̸= ۴ براي و ٣ با برابر جواب n = ۴ براي
رأس هر باشد. برقرار مسئله فرض هاي که دهید تغییرشکل صورتی به را آن و بگیرید نظر در را منتظم ضلعی n یک ،n > ۴
ثابت زوایا محاسبه با مستقیم طور به گزاره (این می کنند وصل هم به را مجاورش رأس دو که است خطی به رأس نزدیکترین

می شود).
آید: می پیش زیر حالت دو باشد n = ۴ اگر حال

که آنجا از بنامید. ABCD را چهارضلعی این دهند. می را محدب چهارضلعی یک تشکیل شده داده نقاط اول: حالت
AD خطوط کنید فرض نیستند. موازي یکدیگر با ضلعی دو هیچ شود، می تعیین یکتا صورت به رأس نزدیکترین ضلع هر براي
خورند. می علامت C و B ،A نقاط بنابراین برسند. یکدیگر به C و B از بعد CD و AB خطوط و B و A از بعد BC و
کمتر ACD مثلث مساحت و بود خواهد AC به رأس نزدیکترین D صورت این در بخورد. علامت نیز D نقطه کنید فرض
می نتیجه کند. قطع E در را AB تا کنید رسم AD موازي C از خطی دیگر، طرف از شد. خواهد ACB مثلث مساحت از

است. تناقض که SACD > SACE > SACB داریم مساحت ها براي پس .CE < AD که گیریم
وضوح به باشد. دیگر نقاط از شده تشکیل ABC مثلث درون بنامید) O را (آن شده داده نقاط از یکی دوم: حالت
فرض B را AO خط به نقطه نزدیکترین مسئله، کلیت از شدن کم بدون است. مثلث ضلع سه تمامی به نقطه نزدیکترین O
BO به نقطه نزدیکترین کنید فرض نمی خورد. علامت C نقطه بنابراین باشد A نقطه BO به نقطه نزدیکترین اگر می کنیم.
فرض است. CO خط به نقطه نزدیکترین نقطه این بنابراین باشد خورده علامت نیز مانده باقی A نقطه اگر باشد. C نقطه
AA١B مثلث مساحت کنید. تعریف مشابه طریق به نیز را C١ و B١ نقاط و کند قطع A١ در را BC خط AO خط کنید
.C١A < C١B و B١C < B١A مشابه طریق به .A١B < A١C نتیجه در است. کمتر AA١C مثلث مساحت از

است. تناقض در سوا قضیه با که A١B ·B١C · C١A < A١C ·B١A · C١B بنابراین
ثقل مرکز M و باشند متناظر اضلاع اوساط MC و MB ،MA کنید فرض نیست. سوا قضیه از استفاده به نیازي واقع (در
است) غیرممکن که باشد MMCA و MMBC ،MMAB هاي مثلث از یک هر درون باید O نقطه بنابراین باشد. مثلث



را D نقطه می کنیم. رسم BC ضلع موازي را l خط A رأس از (AB = AC) ABC الساقین متساوي مثلث در .4
عمود هاي پاي و F و E ترتیب به را CD و BD بر A از وارد عمود هاي پاي می گیریم. نظر در دلخواه به l خط روي بر

.AP + AQ ≤ AB کنید ثابت می نامیم. Q و P ترتیب به را l بر F و E از وارد

ثقفیان مرتضی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. حل راه
Y و X ترتیب به l بر را N و M عمودهاي پاي باشند. AC و AB اضلاع اوساط ترتیب به N و M کنید فرض
از خط یک روي خط پاره هر تصویر طول می دانیم طرفی از .AX = AY پس است BC موازي l که آنجایی از می نامیم.

داریم: پس نیست. بیشتر خط پاره آن طول

AB

٢ = AM = ME ≥ XP = AP + AX

AC

٢ = AN = NF ≥ Y Q = AQ− AY

→ AB ≥ XP + Y Q = AP + AQ+ AX − AY → AB ≥ AP + AQ



AA′ کنید فرض .٢XY = BC که می گیریم نظر در طوري BC ضلع روي را Y و X نقاط ABC مثلث در .5
وارد عمود و AY و ،P در را یکدیگر BC بر B از وارد عمود و AX کنید فرض باشد. AXY مثلث محیطی دایره قطر
محیطی دایره مرکز از AXY مثلث محیطی دایره بر A′ در مماس کنید ثابت می کنند. قطع Q در را یکدیگر BC بر C از

می کند. عبور APQ مثلث

مقصودي ایمان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
باشند. AQ ضلع وسط و AP ضلع وسط ،APQ مثلث محیطی دایره مرکز با برابر ترتیب به N و M ،O کنید فرض
زاویه که کنیم ثابت است کافی است. AMONمحاطی چهارضلعی OMA∠بنابراین = ∠ONA = ٩٠◦ که می دانیم
بودن محاطی با معادل که است AMOA′Nمحاطی پنج ضلعی که دهیم نشان است کافی یعنی است. درجه 90 با OA′Aبرابر

∠A′XM = ∠A′NY صورت این در A′XMمتشابه اند، A′NYو هاي مثلث که دهیم نشان اگر AMA′Nاست.
شود. می اثبات حکم و

دهیم: نشان است کافی بنابراین .∠A′XM = ∠A′NY پس است. محاطی AXA′Y چهارضلعی که می دانیم

A′X

MX
=

A′Y

NY
(١)



M که می دانیم باشند. BC بر N و M ،A′ ،A از واردشده عمودهاي پاي ترتیب به N ′ و M ′ ،K ،H کنید فرض
داریم: پس هستند. AQ و AP اضلاع اوساط N و

BM ′ = HM ′ ⇒ XM ′ = HM ′ −XH =
BH

٢ −XH (٢)

CN ′ = HN ′ ⇒ Y N ′ = HY −HN ′ = HY − CH

٢ = (XY −XH)− BC −BH

٢
⇒ Y N ′ = (XY − BC

٢ ) + (
BH

٢ −XH) =
BH

٢ −XH (٣)

محیطی دایره قطر AA′ که دانیم می دیگر طرف از .XM ′ = Y N ′ که گفت می توان (3) و (2) معادلات به توجه با
بنابراین: است. AXY مثلث

∠A′Y A = ∠A′XA = ٩٠◦ ⇒ ∠KA′Y = ∠NYN ′ , ∠KA′X = ∠MXM ′

⇒ △A′KX ∼ △XM ′M , △A′KY ∼ △Y N ′N

⇒ A′X

MX
=

A′K

XM ′ ,
A′K

NY ′ =
A′Y

NY
⇒ A′X

MX
=

A′Y

NY

شود. می ثابت حکم ترتیب این به و شد ثابت (1) معادله بنابراین



پیشرفته) (سطح هندسه المپیاد آزمون

فرض می نامیم. D را BC ضلع با داخلی محاطی دایره تماس محل و I را نیمسازها برخورد محل ،ABC مثلث در .1
برخورد محل اگر می کند. Yقطع در ABرا ضلع محاطی دایره Xبر از وارد مماس کند. Xقطع در ACرا DIضلع کنید

.AB = BZ کنید ثابت بنامیم Z را BC و Y I

مقدم فتاحی هومن

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
نتیجه در و ∠XIY = ٩٠◦ − ∠A

٢ بنابراین است، AXY مثلث در خارجی محاطی دایره مرکز I که آنجایی از
.AB = BZ پس BIAهمنهشتند. BIZو مثلث هاي بین، ضلع و زاویه دو برابري قاعده طبق بنابراین .∠IZB = ∠A

٢



دایره شش هر که دایره هر کنید ثابت است. واحد حداقل آنها از هریک شعاع که داریم غیرمتقاطع دوبدو دایره شش .2
است. واحد حداقل شعاعش کند قطع را

ثقفیان مرتضی - آبام محمد علی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
به دایره کنید فرض می نامیم. R١, R٢, ..., R۶ ترتیب به را آنها هاي شعاع و O١, O٢, ..., O۶ را دایره شش مراکز
اما .OiOOj < ۶٠◦ باشیم داشته که موجودند i, j هاي اندیس وضوح به کند. قطع را دایره شش این R شعاع و O مرکز
و Ri + R مساوي یا کوچکتر ترتیب به OjO و OiO طول هاي و است Ri + Rj با برابر حداقل OiOj طول طرفی از
،OiOOj مثلث در که شود می نتیجه ،Ri, Rj > ١ مسئله فرض طبق اینکه به توجه با باشد R < ١ اگر هستند. Rj +R

.R ≥ ١ بنابراین است. تناقض که OiOOj ≥ ۶٠◦ بنابراین و است ضلع بزرگترین OiOj



قطع K در را BC ضلع بر A از وارد ارتفاع CO خط باشد. محیطی دایره مرکز O کنید فرض ABC مثلث در .3
BCM مثلث محیطی دایره و Y در را BC ضلع PO اگر بگیرید. نظر در M را AC وسط و P را AK وسط می کند.

است. محاطی BXOY چهارضلعی کنید ثابت کند قطع X در را AB ضلع

پردازي حمید - نبی دایی علی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
داریم: .∠XOP = ∠B که دهیم نشان می خواهیم

∠B = ∠XMA → ∠XMO = ٩٠◦ − ∠B = ∠XAK

XOM هايXPAو مثلث که دهیم نشان است کافی هستند. XMAمتشابه XOPو مثلث دو که کنیم ثابت می خواهیم
کنیم: ثابت است کافی پس دادیم. نشان را زاویه یک برابري هستند. متشابه

AX

XM
=

AP

OM

نتیجه: در متشابه اند. ACB و AXM هاي مثلث بنابراین است. محاطی BXMC چهارضلعی
AM

XM
=

AC

BC
(١)

داریم: نتیجه در بگیرید. نظر در ABC مثلث محیطی دایره مرکز را O نقطه

∠OCA = ٩٠◦ − ∠B,∠AKC = ١٨٠◦ − ∠A



گفت: توان می ABC و OMC ،AKC مثلث هاي در سینوس ها قضیه بنابر
AC

sinA
=

AK

sin ٩٠◦ −B
,OC =

OM

sin ٩٠◦ −B

→ AK

OM
=

AC

OC · sinA
→ AP

OM
=

AC

٢OC · sinA
=

AC

BC
(٢)

XMA و XOP مثلث هاي نتیجه در و متشابه اند XOM و XPA مثلث دو که گفت توان می (2) و (1) معادلات بنابر
پس: متشابه اند.

∠XBP = ∠XMA = ∠B



دیگر دایره دو بر ω٢ که می کنیم مماس گونه اي به C و B ،A نقاط در ترتیب به را ω٣ و ω٢ ،ω١ دایره سه ،l خط بر .4
دایره ω٣ و ω١ مشترك مماس اگر دارد). قرار C و A بین B و دارند قرار l طرف یک در دایره سه (هر باشد خارج مماس
است. ZYمماس ZXو ACبر قطر به دایره کنید ثابت کند، Zقطع در ω٢را دایره l Bبر از وارد عمود و ،Y Xو در ω٢را

احمد پور سیامک - مقصودي ایمان

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
را ω٣ و ω٢ هاي دایره تماس محل و E را ω٢ و ω١ دایره هاي تماس محل باشد. l با XY برخورد محل S کنید فرض

باشند. می هم خط S و F ،E نقاط که است واضح نامیم. می F
داریم: نامیم. می ω٣ و ω١ دودایره با XY تماس محل ترتیب به را Q و P

→ SE · SF = SP · SQ = SA · SC

رأس شامل که (کمانی ω٢ دایره در XY کمان وسط T اگر محاطی اند. AEFC و PEFQ هاي چهارضلعی بنابراین
و F ،Q نقاط همچنین و T و E ،P نقاط که شود می نتیجه است XY موازي T در مماس که آنجایی از باشد نیست) Z

داریم: بنابراین هم خط اند. T

TE · TP = TF · TQ → Pω١(T ) = Pω٣(T )

Z و F ،C نقاط همچنین و T و E ،Z نقاط که گفت توان می پس است l موازي Z در مماس که آنجایی از دیگر طرف از
داریم: پس هم خط اند.

ZE · ZA = ZF · ZC → Pω١(Z) = Pω٣(Z)

است. ω٣ و ω١ دایره دو محوراصلی ZT بنابراین
ω١ دایره دو محوراصلی روي آن ها تاي سه هر که چرا باشند می هم خط Z و T ،M باشد، AC وسط M اگر بنابراین

دارند. قرار ω٣ و
دانیم: می می نامیم. PQ بر Z از وارد عمود پاي را H و D را PQ و ZM برخورد محل

∠HZD = ∠MZB =
|∠ZXY − ∠ZY X|

٢ = α

داریم: باشد. t = XY و y = ZX ،x = ZY کنید فرض

AM =
ZB

cosα
=

ZB
ZH
ZD

=
ZB

ZH
· ZD =

ZB

ZH
· ٢xy
x+ y

· cos ∠XZY

٢
یعنی: است AC نصف ZY و ZX از M فاصله کنیم ثابت است کافی حکم اثبات براي

AM · sin ∠XZY

٢ =
AC

٢ ↔ ٢AM · sin ∠XZY

٢ =
ZB

ZH
· ٢xy
x+ y

· sin∠XZY = AC

داریم: دیگر طرف از اما

SXY Z =
١
٢ZH · t = ١

٢xy sin z → xy sin z

ZH
= t

.AC = ٢t·ZB
x+y

که کنیم ثابت است کافی پس



که: دانیم می

∠BFZ = ∠BEZ = ٩٠◦ → ZB٢ = ZE · ZA = ZF · ZC

است. ZB با برابر ω٣ و ω١ هاي دایره بر Z از مماس طول پس
داریم: زیر چهارضلعی دو در بطلمیوس تعمیم قضیه اساس بر

ZY ω١X : x · PX + y · (t+ PX) = t · ZB → (x+ y)PX + yt = t · ZB

ZXω٣Y : y · Y Q+ x · (t+ Y Q) = t · ZB → (x+ y)Y Q+ xt = t · ZB

→ PX + Y Q+ t =
٢t · ZB
x+ y

→ AC =
٢t · ZB
x+ y



مماس صفحه این بر که باشد کره اي S و باشند صفحه یک روي بر نقطه چهار D و C و B و A کنید فرض .5
نیز D′ و C ′ و B′ نقاط شود. مماس A′BCD چهاروجهى وجوه به S که می گیریم نظر در صورتی به را A′ نقطه است.
است. Sمماس کره بر که دارند قرار صفحه اي روي ′Dبر Cو ′ ′Bو ′Aو نقاط کنید ثابت می شوند. تعریف مشابه صورت به

(روسیه) زاسلاوسکی الکسی

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

حل. راه
بر مماس ABو ،BC ،CA از گذرنده صفحه هاي هم رسی ′Dمحل باشد. مماس صفحه Pبر نقطه  در کره کنید فرض
شود. PXYمماس نقطه در کره، بر مماس Yو Xو از گذرنده صفحه کنید فرض ترتیب). همین ′Aبه ′Bو ،C ′) است کره
می شوند. مماس کره بر شوند وصل A به وقتی همگی زیرا دارند قرار ωa نام به اي دایره  روي PAD و PAC ،PAB ،P نقاط

می کنیم. تعریف مشابه طریق به را ωd و ωc ،ωb دایره هاي و هم دایره اند P با هم نقاط از دیگري سه تایی هاي ترتیب به
همرسی به توجه با که می شوند خط 4 به تبدیل ωaها و می شود صفحه به تبدیل کره دلخواه نسبت Pو نقطه ي از انعکاس با
و PABPBDPDA ،PACPCDPDA ،PBCPCDPDB دایره هاي داشت خواهیم خط 4 براي میشل نقطه ي در دایره ها
مکان واقع در ω′

d چون همرسند. P ′ نام به نقطه اي در کره روي ω′
d و ω′

c ،ω′
b ،ω′

a نام هاي به ترتیب به PABPBCPCA

بر مماس صفحه ي روي D′ و است کره بر مماس D′P ′ پس است کره بر مماس و D′ از گذرا خطوط تماس محل هندسی
و آن ها بودن صفحه هم که هستند P ′ در کره بر مماس صفحه ي روي هم C ′ و B′ ،A′ مشابه طریق به و است P ′ در کره

می دهد. نتیجه را کره بر صفحه بودن مماس


