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مليحی ماهان مترجم:
مهندسی کارشناسی دانشجوی
شريف صنعتی دانشگاه برق

کاغذهای در منتظم چندضلعی�های
مچاله!۱

مقدمه
اصل در شده تغييراتی دستخوش آن�ها تصوير عواملی اثر در که صفحه، در چندضلعی�گون شکل�های بازيابی مسئلهٔ
است. چندضلعی شکل به حلقه�هايی کرومزوم�ها برای متصور مدل�های از يکی دارد. زيست�شناسی رشتهٔ در ريشه
از يکی خوردن تا بدهند. شکل تغيير و شده واپيچيده۲ است ممکن خود پيرامون شرايط تأثير تحت حلقه�ها اين
وضوح به می�پردازيم. منتظم حلقه�های روی بر آن اثر بررسی به مقـاله اين طی در ما که است تغييرات اين انواع
سه هر داد، خواهيم نشان ادامه در می�کند. تبديل متمايز لزوماً نه نقطهٔ n به را �n-ضلعی يک صفحه، کردن تا
می�توان را نقطه چهار هر همچنين هستند. زدن تا بار يک تحت متساوی�الاضلاع مثلث يک تصوير صفحه در نقطه
می�پردازيم حدس اين بررسی به نهايت در آورد. بدست صفحه در مناسب مربع يک از زدن تا بار سه حداکثر با
از بتوان صفحه زدن تا بار متناهی با که يافت منتظمی �n-ضلعی می�توان صفحه در نقطه n آرايش هر برای آيا که
ارائه لازم زدن�های تا تعداد برای کران�هايی و است درست حدس اين می�دهيم نشان رسيد. نقـاط به چندضلعی

می�کنيم.
The مجلهٔ در که M. G. Stone و P. Sabinin نوشتهٔ Transforming n-gons by Folding the Plane مقـاله از است ترجمه�ای مقـاله ۱اين

است. شده چاپ ۷ جلد ۱۰۲ شماره ۱۹۹۵ سال در American Mathematical Monthly
Distorted۲
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

چندضلعی�ها و کرومزوم�ها :۱ شکل

نقطه سه
ثابت را نيم�صفحه يک نقـاط همهٔ L خط حول زدن تا می�پردازيم. يکخط حول صفحه زدن تا دقيق�تر بررسی به
با را نماد چند ابتدا در کار راحتی برای می�نگارد. L به نسبت آن�ها آيينه�ای قرينهٔ به را نقـاط باقی و می�دارد نگه
نمايش برای می�دهيم. نشان x ′ با را x نقطهٔ تصوير نماند، ثابت کردن تا اثر در x نقطهٔ اگر می�کنيم. داد قرار هم
x ∈ ab نماد همچنين می�کنيم. استفـاده |ab| نماد از آن اندازهٔ نمايش برای و ab از b و a نقـاط بين پاره�خط

است. ab پاره�خط روی x يعنی:
اگر هستند. دسترسی قـابل زدن تا بار يک با c مشخص نقطهٔ از نقـاط کدام بدانيم هستيم علاقه�مند ابتدا در
منصف عمود L خط حول را صفحه کافيست ،d مثل ديگری نقطهٔ هر برای باشيم، نداشته بيشتری محدوديت
نقـاطی دقيقـاً دسترس قـابل نقـاط بماند، ثابت زدن تا تحت نيز a مثل نقطه�ای بخواهيم اگر اما بزنيم. تا cd

ثابت به را خود محدوديت اگر دارند. قرار r = |ac| شعاع و a مرکز به دايره�ای روی يا داخل که هستند d مثل
نقـاط مجموعهٔ است، شده داده نشان (۲ (شکل تصوير در که همان�طور دهيم، افزايش b و a نقطهٔ دو ماندن
ناحيهٔ در d نقطهٔ برای می�يابند. تقـليل دايره دو اشتراک از حاصل عدسی داخل نقـاط به c از دسترس قـابل
وترهايی از بخشی cd چون دقيق�تر، طور به می�دارد. نگه ثابت را b و a نقـاط ،d روی بر c زدن تا هاشورخورده،
L پس بگذرند، هستند b و a همان که دايره دو مراکز از بايد وتر�ها اين منصف�های عمود و است دايره دو هر در

می�گيرد. قرار آن بالای و کند قطع را ab پاره�خط نمی�تواند
است: تعميم قـابل راحتی به نتيجه اين

نقاط دقیقاً بمانند، ثابت a۱, a۲, . . . , an نقاط که شرط این با زدن، تا بار یک با c از دسترس قابل نقاط .۱ لم
است. ۱≤ i ≤ n برای ،(c از گذرنده و ai مرکز به (دایرۀ Ci دایره�های اشتراک مرز روی یا داخل

کنيد فرض بگيريد. نظر در را نقطه k +۱ ،k ≥ ۲ برای حال است. روشن n = ۱,۲ ازای به حکم درستی اثبات.
داريم ۱≤ j ≤ n هر برای کنيم، تا d روی L حول را c اگر که کنيد توجه باشد. cd منصف عمود L و d ∈∩k+۱

i=۱ Ci

۱≤ j ≤ n برای را a j نقـاط تمام L حول زدن تا نتيجه در می�گذرد. آن سر دو يا ca j پاره�خط از L پس .d ∈C j
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

نقطه دو داشتن نگه ثابت با دسترس قـابل نقـاط :۲ شکل

می�دارد. نگه ثابت

داریم: نقطه دو هر برای یعنی نمی�کند. بیشتر را نقطه�ای دو هیچ بین فاصلۀ ،L خط هر حول زدن تا .۲ لم
.|ab| ≥ |a′b′|

است. حمار) (قضيهٔ مثلث نابرابری مستقيم نتيجهٔ اثبات.

دارد وجود x, y, z رئوس با T متساوی�الاضلاع مثلث ،a,b,c مثل صفحه در دلخواه نقطۀ سه هر برای .۳ قضيه
هستند. زدن تا بار یک تحت x, y, z نقاط تصویر ترتیب به a,b,c که

a,b,c نقطهٔ سه بين شده ظاهر فـاصلهٔ بزرگترين |ab| کنيد فرض مسئله، کليت از شدن کاسته بدون اثبات.
دو اشتراک بالای يا پايين نيمهٔ دو از يکی درون c می�کنيد، مشاهده ۳ شکل در که همان�طور اين�صورت در باشد.
مثلثی T که بگيريد نظر در طوری را z و x = a, y = b دهيد قرار بود. خواهد b و a مراکز و |ab| شعاع به دايره
را b و a نخست لم طبق و می�برد c به را z ،cz منصف عمود حول زدن تا صورت اين در باشد. متساوی�الاضلاع

می�دارد. نگاه ثابت

نقطه چهار
ادامه در هستند. کردن تا بار دو حداکثر با مربعی رئوس تصوير صفحه، در دلخواه نقطهٔ چهار هر می�زنيم حدس

می�کنيم. ثابت را ضعيف�تر قضيهٔ دو
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

متساوی�الاضلاع مثلث از دسترس قـابل نقـاط :۳ شکل

با که است موجود x, y, z, w رئوس با S مربع ،a,b,c,d مثل صفحه در دلخواه نقطۀ چهار هر برای .۴ قضيه
باشند. x, y, z, w تصاویر ترتیب به a,b,c,d زدن، تا بار سه حداکثر

اين که حالتی در است. شده داده نشان زير شکل�های در ممکن آرايش سه نظر، مورد نقطهٔ چهار برای اثبات.
فرض حال است. برقرار حکم حالت اين در و کافيست زدن تا بار يک وضوح به دهند تشکيل مستطيل يک نقـاط
نقطه چهار هر و باشد آن رأس انتهايی نقـاط از يکی که بگيريد نظر در را مربعی باشند. هم�خط نقطه چهار کنيد
با صورت اين در ببينيد.) را الف ۴ (شکل .xرأس به نزديک نيمهٔ مثلاً بگيرند، قرار آن قطر يک از نيمه يک روی

بزنيم. تا c و b روی را y و w کافيست کار، يافتن پايان برای می�مانند. ثابت y, w نقـاط ،dروی z کردن تا
حالت دو هر در داريم. کار و سر خط هم غير نقطهٔ چهار با جا اين در می�پردازيم. باقيمانده حالت بررسی به
دو هر در همچنين است. قـائمه از کمتر a رأس زاويهٔ کرده�ايم فرض پ ۴ و ب ۴ شکل�های در شده داده نمايش
هستند منطبق a و x که بگيريد نظر در را x, y, z, t رئوس با مربعی کرده�ا�يم. نام�گذاری c را a مقـابل نقطهٔ شکل،
شروط شود انتخاب بزرگ کافی اندازهٔ به مربع اگر که ديد می�توان راحتی به است. a زاويهٔ نيمساز مربع قطر و

می�شود: برقرار زير

می�کنند. قطع را xw و x y ضلع دو هر ab و ad منصف�های عمود .۱

می�کند. قطع را xw و x y ضلع دو هر نيز ac منصف عمود است، چهارضلعی abcd که حالتی در .۲

مراکز به و z از گذرنده دايرهٔ دو توسط شده تشکيل عدسی پايينی نيمهٔ داخل abcd محدب ناحيهٔ تمام .۳
می�گيرد. قرار w و y

می�شود: تبديل abcd به کردن تا با x y zt مربع زير مراحل اجرای با حال

می�کنيم. تا دارد xz قطر تا کمتری فـاصلهٔ که b,c,d نقـاط از يکی روی را z ابتدا •

می�کنيم. تا ديگر نقطهٔ دو بين از خودش به نزديک�تر نقطهٔ روی را y سپس •
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

می�کنيم. تا باقی�مانده نقطهٔ روی را w آخر در •

تا پس می�مانند. ثابت مرحله هر در اعمال، اين تحت a,b,c,d نقـاط که می�کنند تضمين ۱ لم و ۱,۲,۳ شروط
می�شود. تبديل abcd به x y zt مربع نهايتاً و ندارند هم با تداخلی زدن�ها

است. زدن تا بار دو حداکثر با مناسب مربع یک تصویر صفحه، در هم�خط نقطۀ چهار هر .۵ قضيه

.|ac| ≤ |bd | و |ac| < |ab| که شده�اند نام�گذاری طوری نقـاط و هستند انتهايی نقـاط a,d کنيد فرض اثبات.
است. پاره�خط سر دو از نقطه يک و درونی نقطهٔ يک بين فـاصله کوچکترين |ac| يعنی

ثابت a,d نقـاط ،c روی q کردن تا با اول مرحلهٔ در بگيريد. نظر در را ۵ شکل در شده داده نمايش مختصات
ثابت a,c,d نقـاط حرکت اين در و می�کنيم تا b روی را p ′ بعد مرحلهٔ در می�شود. p ′ نقطهٔ p تصوير و می�مانند
از آمده وجود به عدسی داخل c چون می�کنيم. بررسی را قبل سطر چند در مطرح�شده ادعای درستی می�مانند.

و مثلث (پ) محدب چهارضلعی (ب) هم�خط نقـاط (الف) :۴ شکل
درونی نقطهٔ يک
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

هم�خط نقطهٔ چهار برای مناسب نام�گذاری :۵ شکل

،qc منصف عمود L خط حول زدن تا توسط ،c روی q کردن تا دارد، قرار d و a مراکز به و q از گذرنده دايره�های
می�دارد. نگاه ثابت را a,c,d نقـاط

نمايش داريم. p = (۰, ۰) تصوير ،p ′ نقطهٔ شناسايی به نياز دوم، ادعای برای استدلالمان شدن دقيق�تر برای
شکل به L خط برای و (x, y) = (۱+ t , −۱

(۱−k) t ) شکل به q = (۱, ۰) و c = (k, ۱) از گذرنده L۱ خط پارامتری
با نقطه اين فـاصلهٔ و می�کند قطع (۰, k۲

۲ ) نقطهٔ در را ap ضلع L بنابراين است. (x, y) = ( k+۱
۲ + t , ۱۲ + (۱−k)t )

a ماندن ثابت با که است بزرگ اندازه�ای به ∣∣ap ′∣∣ که است اين دادن نشان اصلی مشکل است. k۲
۲ برابر p ′ و p

برسد. b نقطهٔ به p ′ زدن، تا تحت
نامساوی از همچنين .k۲ < k

۲ معادلاً يا k = |ac| < ۱
۲ باشيم داشته بايد ،|ac| ≤ |bd | چون که کنيد توجه حال

نامساوی اينجا به تا پس .∣∣ap ′∣∣+ k۲
۲ + k۲

۲ > ∣∣ap
∣∣ = |ad | داريم p ← (۰, k۲

۲ ) ← p ′ ← a مسير دربارهٔ حمار
|ad |− k

۲ ≥ |ad |−|bd | ≥ |ab| رابطهٔ |bd | ≥ |ac|همچنينچون آورده�ايم. دست به را ∣∣ap ′∣∣> |ad |−k۲ > |ad |− k
۲

تشکيل�شده عدسی درون b می�دهد نشان که ∣∣ap ′∣∣> |ab| يعنی شد، حاصل نظر مورد نتيجهٔ بود. خواهد برقرار
تا اين تحت که گيرد قرار b روی طوری می�تواند p ′ پس دارد. قرار d و a مراکز به و p ′ از گذرنده دايره�های توسط
تبديل هم�خط نقطهٔ چهار به زدن تا بار دو با مربع و می�دارد نگاه ثابت نيز را c,d زدن تا اين بماند. ثابت a زدن

می�شود.

n ≥ ۵ برای کران
تحت منتظم n-ضلعی يک تصوير صفحه در نقطه n هر که می�زنيم حدس ۴ و ۳ قضيه�های به توجه با طبيعتاً

می�کنيم. ثابت n = ۵ برای مستقيم صورت به را قضيه اين ابتدا است. زدن تا بار متناهی
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

است. زدن تا بار پنج حداکثر با مناسب منتظم پنج�ضلعی یک تصویر صفحه، در نقطه پنج هر .۶ قضيه

رئوس مراکز به دايره�های برخورد از شده تشکيل عدسی�های می�کنيد، مشاهده شکل در که همان�طور اثبات.
بزرگ کافی قدر به را پنج�ضلعی کافيست حال هستند. مشترک ناحيه�ای دارای آن از گذرنده و رأس يک مجاور
هر زدن تا با ۱ لم طبق صورت اين در بگيرند. قرار هاشورخورده ناحيهٔ درون ما نقطهٔ پنج هر تا کنيم انتخاب

ماند. خواهند ثابت نقـاط باقی نقـاط اين از يکی روی رئوس از کدام

عدسی�ها اشتراک و پنج�ضلعی :۶ شکل

است. زدن تا بار هفت حداکثر با مناسب منتظم شش�ضلعی یک تصویر صفحه، در نقطه شش هر .۷ قضيه

عدسی�ها حالت، اين در که تفـاوت اين با است. پنج�ضلعی برای شده گرفته کار به روش مانند کار روند اثبات.
دايرهٔ يک درون ما نقـاط که می�کنيم انتخاب بزرگ قدری به را شش�ضلعی دارند. اشتراک نقطه يک دقيقـاً در
روی را b يعنی a نقطهٔ روی به رو نقطهٔ گيرد. قرار هاشورخورده) عدسی (مثل عدسی يک مرکز در کوچک بسيار
a به نقطه نزديک�ترين و مرکز به نقطه نزديک�ترين نظر، مورد نقطهٔ شش بين از می�کنيم. تا شش�ضلعی، مرکز b′

از اسم بدون نقـاط روی ترتيب اين به را شش�ضلعی ديگر رئوس تمام حال کنيد. نام�گذاری a′ و b′′ ترتيب به را
اين در شوند. تا a نزديک رأس دو سپس و b نزديک رأس دو ابتدا که می�کنيم تا عدسی داخل نقطهٔ شش بين
a′ روی را a کافيست کار اتمام برای می�مانند. باقی دست�نخورده b′ و a نقـاط که می�کند تضمين ۱ لم صورت
انجام زدن تا مرحله هفت با را نقـاط از مجموعه دو اين تطبيق می�بينيد، که همان�طور کنيم. تا b′′ روی را b′ و

داديم.

�nهای برای شود. تبدیل هم�خط نقطۀ n از مجموعه�ای به زدن تا بار متناهی با می�تواند منتظم n-ضلعی هر .۸ لم
داریم. نیاز زدن تا n−۱

۲ حداکثر فرد �nهای برای و n
۲ حداکثر زوج

متمايز نقطهٔ n خط اين حول زدن تا که کنيد انتخاب طوری را مرکز از گذرنده L۱ خط زوج، �nهای برای اثبات.
می�دهد، قرار هم روی را بيشتر يا نقطه دو آن�ها حول زدن تا که داريم خط (n

۲
) حداکثر که آنجايی (از کند. توليد

تا با که بگيريم نظر در طوری را L۱ خط موازی برش�های داريم نظر در ادامه در است.) موجود مذکور شرايط با L۱
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

منتظم شش�ضلعی :۷ شکل

(الف) (ب) :۸ شکل

اين کردن پيدا روند گيرند. قرار L۱ موازی خطی روی نقـاط همهٔ خود پايين لايهٔ روی برش از حاصل لايهٔ هر زدن
سپس و می�آيند وجود به خالی تو نقـاط ،L۱ خط حول زدن تا با ابتدا است. روشن الف ۸ شکل به توجه با خطوط
می�دهيم ادامه L۳,L۴, . . . خطوط با را روند اين می�کنيم. هم�خط را بالايی نقطهٔ چهار ،L۲ خط حول زدن تا با
از n-ضلعی مقـابل رأس دو هر فـاصلهٔ که است اين در اصلی نکتهٔ می�کنيم. هم�خط را نقـاط زدن تا عمل n

۲ با و
همين می�گيرند. قرار L۱ موازی خطی روی متقـابل رأس دو اين ،L۱ روی زدن تا از بعد نتيجه در و است برابر L۱

ب) ۸ است.(شکل نياز مورد زدن تا n−۱
۲ که تفـاوت اين با تنها است، انجام قـابل نيز فرد �nهای برای روش

مجموعه�ای {x۱, . . . , xn} همچنین باشند. d قطر به بازی۳ دیسک داخل در {a۱, . . . , an} نقاط کنید فرض .۹ لم
j = i +۱ هر برای و x۱ = a۱ گرفته�اند، قرار خط یک روی شماره�گذاری�شده ترتیب با که هستند نقاط از

ندارند. قرار دايره خود روی که دايره يک درون نقـاط باز: ۳ديسک

۷۷
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مچاله! کاغذهای در منتظم چندضلعی�های

{a۱, . . . , an} به را {x۱, . . . , xn} زدن تا بار (n −۱) با می�توان صورت این در .
∣∣xi x j

∣∣≥ ۲d ،(i = ۱,۲, . . . ,n −۱)
کرد. تبدیل

می�گيريم. نظر در را n = ۲ حالت استقرا، پايهٔ بررسی برای می�کنيم. ثابت n روی قوی استقرای با را حکم اثبات.
حکم کنيد فرض اکنون است. برقرار حکم دارد قرار x۲ از گذرنده و x۱ = a۱ مرکز به دايرهٔ درون a۲ که آنجايی از
نقـاط به زدن تا بار (k −۱) با را x۱, . . . , xk نقـاط می�توان پس است. درست ۲ ≤ n ≤ k شرط با �nهای برای
تبديل x ′

k = ak با ۲d از بيش فـاصله�ای در واقع p نقطهٔ به xk+۱ نقطهٔ عمل اين طی کرد. تبديل a۱, . . . , ak

نمی�کند. تغيير آن�ها فـاصلهٔ نتيجه در و می�خورند تا xk+۱ و xk نقطهٔ دو هر زدن�ها تا اين همهٔ در چون می�شود،
چنين دارد. قرار p از گذرنده و ak مرکز به دايرهٔ درون است، {a۱, . . . , an} شامل که d قطر به دايرهٔ نتيجه در
ثابت را a۱, . . . , ak می�کند، تبديل ak+۱ به را p که ،ak+۱p منصف عمود حول زدن تا که می�کند ايجاب شرايطی
کنيم. تبديل a۱, . . . , ak+۱ به را x۱, . . . , xk+۱ توانستيم زدن تا بار k با کرديم ادعا که همان�طور پس �دارد. نگاه

کوچک مجموعه�ای به هم�خط نقـاط کردن تا :۹ شکل

است. زدن تا بار متناهی تحت مناسب، منتظم n-ضلعی یک تصویر نقطه، n از مجموعه�ای هر .۱۰ قضيه
است. نیاز زدن تا بار ۳n−۳

۲ حداکثر فرد �nهای برای و ۳n−۲
۲ حداکثر زوج برای�nهای

P منتظم n-ضلعی دارد. قرار d قطر به C دايرهٔ درون که باشد ما n-نقطه�ای مجموعهٔ S کنيد فرض اثبات.
،۸ لم توسط توليدشده ،x۱, . . . , xn هم�خط نقـاط مجموعهٔ دو�ی به دو فـاصلهٔ که بگيريد نظر در بزرگ آن�قدر را
اجازه ما به کار اين باشد. S اعضای از يکی با منطبق x۱ که کنيد انتخاب صفحه در طوری را P باشد. ۲d حداقـل
حال کنيم. استفـاده S مجموعهٔ نقـاط به x۱, . . . , xn هم�خط نقـاط مجموعهٔ کردن تبديل برای ۹ لم از که می�دهد
فرد �nهای برای و n

۲ +n −۱ زوج �nهای برای می�آيد؛ دست به ۹ و ۸ لم�های از نياز مورد زدن تا مراحل تعداد
داديم. انجام زدن تا بار n−۱

۲ +n −۱

در شود. منتهی کلی�تری نتيجهٔ به می�تواند ۱۰ قضيهٔ اثبات در استفـاده مورد روش که باشيد کرده توجه شايد
تصوير صفحه در نقطه n هر يعنی داد. قرار را نقـاط از R مجموعهٔ هر می�توان منتظم) (چندضلعی P جای به واقع
به R از رسيدن برای زدن تا بار n−۱ حداکثر است. زدن تا بار ۲(n−۱) حداکثر تحت ،R با متشابه ،R ′ مجموعهٔ
به نسخهٔ R ′ کافيست تنها .S نقـاط مجموعهٔ به R ′ تبديل برای زدن تا بار n −۱ و هم�خط نقـاط از مجموعه�ای

باشد. R از بزرگی کافی اندازهٔ
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حل�نشده مسئلهٔ يک
n-ضلعی يک از را نقـاط از n-عضوی مجموعه�ای تا داريم نياز زدن تا بار چند حداقـل n = ۴,۵,۶,۷, . . . برای
چهار هر آيا است. برانگيز چالش و جذاب تنهايی به نيز مسئله اين از n = ۴ خاص حالت آوريم؟ دست به مناسب
وجود ساده حکم اين برای نقضی مثال يا آورد دست به می�توان مناسب مربع يک زدن تا بار دو با را دلخواه نقطهٔ

دارد؟

۷۹


