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حلاوتی... آريا
رياضی المپياد دانش پژوه

جوان دانش پژوهان باشگاه
کرمان) حلی علامه .(دبيرستان

هندسه و تابع

به هندسه مسائل بعضی حل برای جالبی رويکرد ايشان ضابطی، اميرحسين آقـای درس کلاس های از يکی در پيش چندی
می گذارم. ميان در شما با اين جا در را آن که دادند ياد ما

به نسبت صفحه نقـاط تمام روی را F : R۲ → R تابع حال آن. روی XY وتر و C مثلاً داريم، دايره يک کنيد فرض ابتدا
تابع اين مقدار داريم. کار XY خط و C دايره ٔ روی نقـاط برای تابع مقدار با فقط ولی می کنيم تعريف XY خط و C دايره ٔ

است: زير برابر T يا S مانند نقطه هر برای

F (T ) =
TX

TY
, F (S) =

SX

SY
.

نقطه ای اگر نتيجه در کرده ايم. تعريف جهت دار طول های از استفـاده با XY خط روی نقـاط برای را تابع اين که کنيد دقت
است. منفی عددی باشد، پاره خط درون اگر و مثبت عددی آن در تابع مقدار باشد، پاره خط بيرون

می پردازيم: لم چند اثبات به حال

.A ≡ B آنگاه ،F (A) = F (B) که طوری به باشيم داشته XY خط روی B و A مثل نقطه دو اگر .۱ لم

که نقطه ای اگر که است واضح حال هستند. XY پاره خط درون دو هر پس بود، منفی F (A) = F (B) علامت اگر اثبات.
يک به يک پاره خط درون تابع اين پس می شود. زياد تابعش مطلق قدر مقدار کنيم، نزديک Y به را است پاره خط درون
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پاره خط بيرون نقطه دو هر که می دهد نتيجه بود، مثبت F (A) = F (B) مقدار اگر حال می دهد. نتيجه را حکم که است
گرفت. نتيجه را حکم سادگی به می توان قبل، حالت مشابه استدلالی با پس هستند.

.A ≡ B بايد آنگاه F (A) = F (B) و باشند دايره روی B و A نقـاط اگر .۲ لم

(چرا؟) گرفت. نتيجه را حکم می توان بالا استدلال مشابه دارند، قرار XY خط طرف يک نقطه دو هر که بدانيم اگر اثبات.
عوض کمی را تابع تعريف مشکل اين کردن برطرف برای می آيد. پيش مشکل هستند، XY خط طرف يک که ندانيم اگر ولی
می گيريم. مثبت ديگر طرف برای و منفی XY طرف يک نقـاط برای دلخواه به را تابع علامت که شکل اين به می کنيم،

دارد. کليدی کاربرد ما بعدی لم در تغيير اين

و AB خط برخورد محل و باشند دايره روی نقطه دو B و A و کنيم تعريف C دايره ی و XY خط برای را تابع اگر .۳ لم
داريم: آنگاه باشد، D نقطه ی XY

F (A).F (B) = F (D).

باشند. XY طرف يک B و A اول: حالت اثبات.

که: می کنيم ثابت تابع علامت داشتن نظر در بدون ابتدا

|F (A).F (B)| = |F (D)| .

داريم: سينوس ها قضيه ی اساس بر △
AXY مثلث در

|F (D)| = DX

DY
=

AX

AY
.
sin∠XAD

sin∠Y AD
=

AX

AY
.

sin∠BYX

sin(۱۸۰ − ∠BXY )
= |F (A)| .BX

BY
= |F (A).F (B)| .

يعنی است، مثبت ضربشان پس علامتند، هم F (B) و F (A) حالت اين در کنيم: بررسی را طرف دو علامت کافيست پس
است. برقرار حالت اين در حکم و هست که باشد، XY خط پاره بيرون بايد D يعنی باشد، مثبت بايد هم F (D)

باشند: XY خط پاره طرف دو B و A دوم: حالت

|F (D)| = XD

YD
=

XA

Y A
.
sin∠XAD

sin∠Y AD
=

XA

Y A
.
sin∠BYX

sin∠BXY
=

XA

Y A
.
XB

Y B
= |F (A).F (B)| .
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درون D پس منفيست، ضربشان و می کند فرق F (B) و F (A) علامت پس هستند، XY خط پاره طرف دو B و A چون
می دهد. نتيجه را ما حکم که منفيست، هم F (D) و است XY خط پاره

است. برقرار حکم هم باز باشد، دايره بر مماس می شود رد B و A از که خطی يعنی باشند، هم روی B و A اگر حال
( F (A)۲ = F (D) ) کنيد. چک تمرين برای را حکم اين خودتان می توانيد

شويد. آشنا بيشتر آن کاربرد با تا می کنيم حل را معروف سؤال چند تابع اين از استفـاده با حال

يا Q و P و PX = QY که طوری به داريم XY روی Q و P نقطه ی دو داريم. آن روی را XY وتر و α دايره ی .۱ سؤال
روی هم را CD وتر همچنين شود، رد Q از که طوری به است دايره روی AB وتر آن. بيرون يا هستند XY درون دو هر
(قضيه ی . SX = TY که کنيد ثابت (AD ∩XY ) = S, (CB ∩XY ) = T اگر شود. رد P از که طوری به داريم دايره

پروانه)

فهميد راحتی به می توان پس هستند، همنوا Q و P چون حال می کنيم. تعريف XY وتر و α دايره ی روی را تابع حل. راه
: F (S).F (T ) = ۱ که کنيم ثابت کافيست حکم اثبات برای .F (P ).F (Q) = ۱ که
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داريم: ۳ لم اساس بر

۱ = F (P ).F (Q) = [F (C).F (D)] . [F (A).F (B)] = [F (B).F (C)] . [F (A).F (D)] = F (S).F (T ).

کرديم. اثبات را پيشرفتگی اين به قضيه ای راحتی به که ديديد
بود: ۱۳۹۳ سال در رياضی المپياد تابستانی دوره ی کلاسی تمرينات جزو سؤال اين

نقطه ای داريم. P۱, P۲, ..., P۲k−۱ نقطه ی فردی تعداد XY وتر روی داريم. آن روی را XY وتر و α دايره ی .۲ سؤال
P۲ به را F۲ سپس کند. قطع F۲ در بار دومين برای را دايره تا می کنيم وصل P۱ به را F۱ داريم. F۱ مانند دايره روی دلخواه
حاصل F۲k نقطه ی آخر در تا می دهيم ادامه ترتيب همين به و کند قطع F۳ در بار دومين برای را دايره تا می کنيم وصل
ابتدا سؤال روی کنيد (سعی ندارد. بستگی F۱ اوليه ی مکان به P مکان کنيد ثابت ،(F۱F۲k ∩XY ) = P اگر حال شود.

کنيد) فکر کمی خودتان

راحتی چه به تابع که ببينيد ولی کرد حل هم پروانه قضيه ی تعميم و استقرا از استفـاده با را سؤال اين می توان حل. راه
سپس می کنيم، تعريف XY وتر و α دايره ی به نسبت را تابع داريم، نقطه تا ۵ که حالتی برای مثلاً می کند: حل را سؤال

می کنيم: حل را سؤال ۳ لم اساس بر

F (P ) = F (F۱).F (F۶) = F (F۱).
F (P۵)

F (F۵)
= F (F۱).

F (P۵).F (F۴)

F (P۴)
= ...

= F (F۱).
F (P۵).F (P۳).F (F۲)

F (P۴).F (P۲)
=

F (P۵).F (P۳).F (P۱)

F (P۴).F (P۲)
.

محل به هم P مکان که فهميد می توان ۱ لم اساس بر پس ندارد، بستگی F۱ اوليه ی محل به F (P ) مقدار که می بينيد
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آورد: دست به و کرد عمل بالا همانند راحتی به می توان هم کلی حالت برای ندارد. بستگی F۱ اوليه ی

F (P ) =

k∏
i=۱

F (P۲i−۱)

k−۱∏
j=۱

F (P۲j)

.

می شود! اثبات هم کلی حالت در سؤال پس
می پردازيم: پاسکال قضيه ی اثبات به حالا

هم خطند. روبرو اضلاع برخورد محل محاطی شش ضلعی هر در پاسکال: قضيه ی

ثابت بايد حال ،(EF ∩ CB) = Z و (AF ∩ CD) = X اگر باشد. محاطی ABCDEF شش ضلعی کنيد فرض اثبات.
ثابت کافيست حال می کنيم. تعريف PQ وتر و دايره روی را تابع است. XZ روی هم DE و AB برخورد محل که کنيم

.F (Y ) = F (Y ′) ،۱ لم اساس بر معادلاً يا . Y ≡ Y ′ آنگاه (XZ ∩DE) = Y ′ و (XZ ∩AB) = Y اگر کنيم

داريم: ۳ لم اساس بر

F (X) = F (A).F (F ) = F (D).F (C),

F (Z) = F (F ).F (E) = F (C).F (B).

داريم: بالا معادله ی دو ضرب اساس بر

[F (F ).F (A)] . [F (C).F (B)] = [F (F ).F (E)] . [F (D).F (C)]

⇒ F (A).F (B) = F (D).F (E) ⇒ F (Y ) = F (Y ′) ⇒ Y ≡ Y ′.

بقيه ی در کند. قطع را دايره X,Y, Z هم خطی خط که است حالتی در فقط تکنيک اين البته ) می شود. ثابت حکم و
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گرفت.) کمک ديگر های روش از بايد حالات

می شود. ثابت راحتی به دارند زيادی پيچيدگی ديگرش اثبات های که پاسکال مانند قضيه ای تابع کمک به که ديديد

مانند نقطه ای در A۱B۱, A۲B۲, A۳B۳ که طوری به داريم دايره يک روی A۱, A۲, A۳, B۱, B۲, B۳ نقطه ی شش .۳ سؤال
دوم بار برای را دايره تا می دهيم امتداد را A۱S حال داريم. دايره درون S مانند ديگر نقطه ای همرسند. دايره درون P

شود. حاصل A′
۱, A

′
۲, A

′
۳, B

′
۱, B

′
۲, B

′
۳ نقـاط تا می کنيم را کار همين هم ديگر نقـاط برای مشابه طور به کند. قطع A′

۱ در
هم خطند. P, S,R که طوری به همرسند R مانند نقطه ای در هم A′

iB
′
i خطوط کنيد ثابت

کنيد. حل تابع تعريف کمک به را سؤال اين تمرين عنوان به خودتان می توانيد
می کند. ايجاد دايره روی که وتری واقع در کنيد، تعريف PS خط روی را تابع راهنمايی.

تمرين ها
اضلاع بر C و B از وارد ارتفـاع پای ترتيب به F و E کنيد فرض است. شده داده ω محيطی دايره ی با △

ABC مثلث .۱
با A از وارد ارتفـاع برخورد محل H و ω دايره ی با △

AEF مثلث محيطی دايره ی دوم برخورد محل P باشند. AB و AC

همرسند. BC خط و ω دايره ی بر P و H از رسم شده مماس های کنيد ثابت است. ω دايره ی

G می کند. قطع M در را دايره A رأس از وارد ميانه ی کنيد فرض است. شده داده ω محيطی دايره ی با △
ABC مثلث .۲

BC طرف يک P و A ) می کند. قطع Q و P در را دايره HG کنيد فرض .A از وارد ارتفـاع پای H و است مثلث ثقـل مرکز
هستند)

همرسند. BC خط و P و M نقـاط در دايره بر وارد مماس کنيد ثابت الف)



..

۶۴

.

۱۳۹۳ پاييز ششم، شماره ٔ پرگار،

..
هندسه و تابع

همرسند. ST خط و A و Q نقـاط در دايره بر وارد مماس کنيد ثابت باشند، S و T ترتيب به AC و AB وسط اگر ∗ب)

خط و B و E در را دايره اول خط تا می کنيم خارج خط دو A از داريم. A مانند آن بيرون نقطه ای و ω نام به دايره ای .۳
P نقطه ی CB و ED خطوط برخورد محل اگر است) B و A بين E و D و A بين C ) کند. قطع D و C در را دايره دوم

هم خطند. P و N ،M کنيد ثابت کنيم، رسم ω دايره ی بر را AN و AM مماس دو A از و باشد

XY پاره خط وسط M نقطه کنيد فرض داريم. دايره روی P دلخواه و ثابت نقطه ی و آن روی XY وتر ، ω دايره ی .۴
و D در بار دومين برای را دايره PB و PA .AM = BM که طوری به داريم XY پاره خط روی B و A نقطه ی دو باشد.
پاره دو و Q نقطه ی در دايره بر وارد مماس کنيد ثابت می کند. قطع Q در بار دومين برای را دايره PM می کنند. قطع C

همرسند. CD و XY خط

..


