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صلواتی... عرفـان
دکترا دانشجوی

رياضی
شريف صنعتی دانشگاه

.
هندسی ترسيم های

است يونانی رياضی دان اقـليدس باشد. اقـليدس اصول کتاب تاريخ، طول در رياضی کتاب تأثيرگذارترين و ماندگارترين شايد
صورت به رياضيات تاريخ، طول در بار اولين برای کتاب اين در است. می زيسته ميلاد از پيش سوم و چهارم قرن در که
موجود نيز ديگر رياضی دانان آثار در اقـليدس از پيش اصول، کتاب نتايج از بسياری اگرچه است. شده ارائه موضوعی اصل

کرد. گردآوری موضوعی، اصل چهارچوب يک در را آن ها بار اولين برای اقـليدس اما بودند،

اقـليدس .۱ شکل

ادامه در و می کند بيان را هندسه برای موضوعش اصول و تعاريف اول، جلد ابتدای در اقـليدس است. جلد ۱۳ اصول کتاب
ترسيمی. مسأله های و قضيه ها هستند: نوع دو اقـليدس گزاره های می کند. بيان گزاره سری يک جلد، هر در

ترسيمِ ترسيمی، مسأله های در می کند. اثبات موضوعش اصول مبنای بر را آن ها اقـليدس که هستند گزاره هايی قضيه ها،
اثبات را آن درستی سپس و می کند ارائه را ترسيم روش اقـليدس و است شده خواسته ديگر اجزاء روی از هندسی جزء يک

می کند.
هستند: اصل پنج اين می کند وضع اقـليدس که اصولی

کرد. رسم ديگر نقطه ای به راست پاره خطی می توان نقطه هر از .۱

داد. امتداد راست خط يک به جا هر تا می توان را متناهی پاره خط هر .۲
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است. دوم جلد از ۵ گزارهٔ به مربوط شکل اقـليدس. اصول کتاب از باقی مانده دست نوشتهٔ قديمی ترين .۲ شکل

بگذرد. ديگر نقطه ای از که کرد رسم دايره ای می توان نقطه هر مرکز به .۳

برابرند. يکديگر با قـائمه زوايای همهٔ .۴

کمتر می سازد، آن ها با خود طرف يک در که زوايايی مجموع که کند قطع نحوی به را ديگر خط دو خط، يک اگر .۵
است قـائمه زاويهٔ دو از کمتر زوايا مجموع که اول خط از طرفی همان در خط دو آن آنگاه باشد، قـائمه زاويهٔ دو از

می کنند. قطع را يکديگر

۳ شکل

شده مشخص زاويه های مجموع و کند قطع ۳ شکل مطابق را c و b خطوط ،a خط اگر که می گويد واقع در پنجم اصل
قطع را يک ديگر دارند، قرار شده مشخص زاويه های که a خط از طرفی همان در c و b خطوط آنگاه باشد، ۱۸۰◦ از کمتر

کرد. خواهند
اصول کتاب از را آن اثبات و اول جلد از اول گزارهٔ شويم، آشنا اصول کتاب در اقـليدس سياق و سبک با بيش تر اينکه برای

می کنيم. نقـل

شده. داده پاره خط يک ضلع به متساوی الاضلاع مثلثی ترسيم اقـليدس). اصول اول جلد از ۱) گزاره
گذرنده و A مرکز به دايرهٔ ،۳ موضوع اصل از استفـاده با ببينيد). را ۴ (شکل بناميد AB را شده داده پاره خط حل. راه
سپس، کند. قطع C نقطهٔ در را اول دايرهٔ تا کنيد رسم A از گذرنده و B مرکز به دايره ای همچنين، کنيد. رسم B از
AB شعاع و A مرکز به دايرهٔ روی C چون .(۱ موضوع (اصل کنيد رسم B نقطهٔ و A نقطهٔ به C نقطهٔ از پاره خطهايی
است. برابر AB با BC پس است، BA شعاع و B مرکز به دايرهٔ روی C چون همچنين است. برابر AB با AC پس است،

است. متساوی الاضلاع ABC مثلث پس
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۴ شکل

پرگار و خط کش با ترسيم ۱ . ۳
ديديد، هم ۱ گزارهٔ در که همان طور هستند. ترسيمی مسائل گزاره، ۱۴ اقـليدس، اصول اول جلد گزارهٔ ۴۸ مجموع از
،۳ و ۲ و ۱ موضوع اصول از بلکه نمی کند، می دهد انجام آن با را ترسيم که ابزاری از سخن کتابش هيچ جای در اقـليدس
می دهد، انجام را دوم و اول ترسيم که ابزاری که است روشن ولی می کند. استفـاده هستند، ترسيمی موضوع اصول که
واقع در امروزی. متداول پرگارهای و خط کش نه اما است. پرگار می دهد انجام را (دايره) سوم ترسيم که ابزاری و خطکش
می توان تنها آن ها با که کنيم تصور را پرگاری و خط کش بايد نشويم، خارج اقـليدس موضوعی اصل ساختار از اينکه برای

داد. انجام را ۳ و ۲ و ۱ ترسيم های
هرجای تا طرف دو هر از را پاره خط يک يا و کرد رسم نقطه دو بين پاره خطی می توان تنها اقـليدس خط کش با بنابراين
علامت را مشخصی طول نمی توان آن روی مدرج)، غير (خط کش گرفت اندازه را چيزی نمی توان آن با داد. امتداد دلخواه

نمود. استفـاده می توان آن لبهٔ يک از فقط و زد
پرگارهای خلاف بر بگذرد. ديگر نقطه ای از که کرد رسم دايره ای نقطه يک مرکز به می توان تنها اقـليدس پرگار با همچنين،
دايره ای صفحه، از ديگری جای در نقطه ای مرکز به سپس و کرد باز پاره خط يک اندازهٔ به را پرگار دهانهٔ نمی توان امروزی،
کاغذ روی از اينکه محض به يعنی است، «فروريختنی» اقـليدس پرگار که می شود گفته اصطلاحاً کرد. رسم شعاع آن با
کارکرد با اقـليدس پرگار کارکرد که می دهد نشان اصول اول جلد از ۲ گزارهٔ البته می کند. تغيير آن دهانهٔ قطر شود برداشته

است. معادل امروزی پرگارهای

شده. داده پاره خط يک با برابر و شده داده نقطهٔ يک از راست پاره خطی ترسيم اقـليدس). اصول اول جلد از ۲) گزاره

کنيد رسم B به A از پاره خطی ببينيد). را ۵ (شکل باشد شده داده پاره خط BC و شده داده نقطهٔ A کنيد فرض حل. راه
B و A طرف از را DB و DA پاره خط های .(۱ (گزارهٔ بسازيد آن روی را DAB متساوی الاضلاع مثلث و ،(۱ موضوع (اصل
امتداد با دايره اين تقـاطع .(۳ موضوع (اصل بگذرد C از که کنيد رسم دايره ای B مرکز به .(۲ موضوع (اصل دهيد امتداد
را DA امتداد با دايره اين تقـاطع .(۳ موضوع (اصل بگذرد G از که کنيد رسم دايره ای D مرکز به اکنون بناميد. G را DB

است. مطلوب پاره خط همان AL بناميد. L
BC شعاع و B مرکز به دايرهٔ روی G که آن جا از و DA = DB پس است، متساوی الاضلاع DAB مثلث که آن جا از زيرا

نتيجه در و DG = DL پس است، DG شعاع و D مرکز به دايرهٔ روی L که آن جا از و BG = BC پس است

AL = DL−DA = DG−DB = BG = BC.
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۵ شکل

امروزی پرگارهای با که دهيم انجام را کاری همان اقـليدسی پرگار از استفـاده با پس اين از که می سازد قـادر را ما ۲ گزارهٔ
کنيم. رسم دايره يک صفحه، از ديگری جای در پاره خطی شعاع به و نقطه يک مرکز به يعنی می دهيم، انجام

جا هر پس اين از می آوريم. را آن ها از بعضی حل راه همراه به اقـليدس، اصول اول جلد ترسيمی گزاره های همهٔ زير، در
در همچنين می کنيم. خودداری ترسيم طول در استفـاده، مورد قبلیِ گزاره های يا و موضوع اصول ذکر از نباشد، ابهامی

می کنيم. واگذار خواننده به را آن درستی اثبات و می دهيم ارائه را ترسيم روش تنها باشد، ساده اثبات که جاهايی

کنيد. جدا کوچک تر پاره خط با برابر پاره خطی بزرگ تر، پاره خط روی شده اند. داده نابرابر پاره خط دو اول). جلد از ۳) گزاره

شده. داده زاويهٔ يک نيم ساز رسم اول). جلد از ۹) گزاره

دايره ای و می گيريم AB روی دلخواه نقطه ای را D ببينيد). را ۶ (شکل باشد شده داده زاويهٔ ∠BAC کنيد فرض حل. راه
می سازيم DE روی را DEF متساوی الاضلاع مثلث کند. قطع E در را AC ضلع تا می کنيم رسم AD شعاع و A مرکز به

است. زاويه نيمساز AF صورت اين در .(۱ (گزارهٔ

۶ شکل

شده. داده پاره خط يک کردن نصف اول). جلد از ۱۰) گزاره

می سازيم AB روی بر را ABC متساوی الاضلاع مثلث ببينيد). را ۷ (شکل باشد شده داده پاره خط AB کنيد فرض حل. راه
است. پاره خط وسط D اکنون کند. قطع D در را AB پاره خط تا می کنيم رسم را ∠ACB زاويهٔ نيمساز .(۱ (گزارهٔ
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۷ شکل

خط. آن روی نقطه ای از داده شده خط يک بر عمود خطی رسم اول). جلد از ۱۱) گزاره

مرکز به دلخواه دايره ای ببينيد). را ۸ (شکل باشد آن روی شده داده نقطهٔ C و شده داده خط AB کنيد فرض حل. راه
اکنون کنيد. رسم DE روی را FDE متساوی الاضلاع مثلث کند. قطع E و D نقطهٔ دو در را AB خط تا کنيد رسم C

است. نظر مورد عمود خط FC

۸ شکل

خط. آن خارج نقطه ای از داده شده خط يک بر عمود خطی رسم اول). جلد از ۱۲) گزاره

شده. داده پاره خط سه با برابر اضلاع با مثلثی رسم اول). جلد از ۲۲) گزاره

به و می گيريم a با برابر پاره خطی را AB ببينيد). را ۹ (شکل باشند شده داده پاره خط سه c و b ،a کنيد فرض حل. راه
اکنون می ناميم. G را آن ها تقـاطع نقـاط از يکی می کنيم. رسم c شعاع به دايره ای B مرکز به و b شعاع به دايره ای A مرکز

است. نظر مورد مثلث ABG

شده. داده زاويهٔ يک با برابر و شده داده خط يک روی بر زاويه ای رسم اول). جلد از ۲۳) گزاره

شده. داده نقطه ای از و شده داده خطی موازی راست، خطی رسم اول). جلد از ۳۱) گزاره
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BC روی دلخواه نقطه ای را D ببينيد). را ۱۰ (شکل باشد شده داده خط BC و شده داده نقطهٔ A کنيد فرض حل. راه
موازی AE خط اکنون .(۲۳ (گزاره می کنيم رسم ∠ADC با برابر را DAE زاويهٔ می کنيم. رسم را AD پاره خط و می گيريم

است. BC خط

۱۰ شکل

داده مستطيل يک با برابر مساحتی و شده داده زاويهٔ با برابر زاويه ای با متوازی الاضلاع يک رسم اول). جلد از ۴۲) گزاره
شده.

داده زاويهٔ يک با برابر زاويه ای و شده داده پاره خط يک با برابر ضلعی با متوازی الاضلاع يک رسم اول). جلد از ۴۴) گزاره
شده. داده مستطيل يک با برابر مساحتی و شده

چندضلعی يک با برابر مساحتی و شده داده زاويهٔ يک با برابر زاويه ای با متوازی الاضلاع يک رسم اول). جلد از ۴۵) گزاره
شده. داده

شده. داده پاره خط يک با برابر ضلعی با مربع يک رسم اول). جلد از ۴۶) گزاره

می آوريم. را اقـليدس اصول ديگر جلدهای ترسيمی گزاره های از بعضی ادامه، در

شده. داده مثلث يک محيطی دايرهٔ مرکز رسم سوم). جلد از ۱) گزاره

دايره. از خارج نقطه ای از شده، داده دايرهٔ يک بر مماس رسم سوم). جلد از ۱۷) گزاره
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شده. داده دايرهٔ يک در محاط منتظم پنج ضلعی يک رسم چهارم). جلد از ۱۱) گزاره

شده. داده دايرهٔ يک در محاط منتظم شش ضلعی يک رسم چهارم). جلد از ۱۵) گزاره

شده. داده دايرهٔ يک در محاط منتظم پانزده ضلعی يک رسم چهارم). جلد از ۱۶) گزاره

با (يعنی هستند. شده داده پاره خط های آن ديگر جزء سه که تناسبی در چهارم جزء رسم ششم). جلد از ۱۲) گزاره
(.ab = c

x که کنيد رسم را x پاره خط ،c و b ،a شدهٔ داده پاره خط های

ديگر خطی روی و رسم می کنيم O طرف يک در b و a با برابر را OB و OA پاره خط های دلخواه، خطی روی حل. راه
B از و می کنيم رسم را AC پاره خط اکنون ببينيد). را ۱۱ (شکل می کنيم رسم c با برابر را OC پاره خط ،O از گذرنده

است. مطلوب پاره خط ،OD پاره خط کند. قطع D در را OC خط تا می کنيم رسم AC موازی خطی

۱۱ شکل

c پاره خط ،b و a شده داده پاره خط های با (يعنی داده شده. پاره خط دو هندسی ميانگين رسم ششم). جلد از ۱۳) گزاره
(.a× b = c۲ که کنيد رسم را

اکنون ببينيد). را ۱۲ (شکل می کنيم رسم C طرف دو در b و a با برابر و خط يک روی را BC و AC پاره خط های حل. راه
پاره خط CD کند. قطع E و D نقـاط در را دايره تا می کنيم رسم AB بر عمودی C از و می کنيم رسم AB قطر به دايره ای

داريم: دايره به نسبت C نقطهٔ قوت به توجه با زيرا است. مطلوب

AC × CB = CD × CE = CD۲.

دهيد. انجام را بالا در نشده انجام ترسيم های کنيد سعی .۱ مسأله

هر از بيش وی است. می زيسته ميلاد از پيش ۱۹۰ تا ۲۶۲ سال های در يونانی، منجم و رياضی دان آپولونيوس، .۲ مسأله
و مطرح را زير ترسيم مسألهٔ «مماس ها»، عنوان با کتابش در او است. معروف مخروطی مقـاطع مورد در اثرش دليل به چيز

باشد: داشته را زير شرط های از شرط سه که دايره ای ترسيم می کند. حل
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۱۲ شکل

بگذرد. مفروضی نقطهٔ از دايره (P)

باشد. مماس مفروضی خط بر دايره (L)

باشد. مماس مفروضی دايرهٔ بر دايره (C)

داد: نشان زير نمادين صورت به را آن ها می توان که داشت خواهيم مسأله ده ترتيب اين به
CCC (۱۰) LCC (۹) LLC (۸) PCC (۷) PLC (۶) PPC (۵) LLL (۴) PLL (۳) PPL (۲) PPP (۱)

آن جواب هشت و آپولونيوس دهم مسأله .۱۳ شکل
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مسائل حل (راه دارد. وجود جواب چند که کنيد تعيين مسأله هر در کنيد، حل را آپولونيوس مسائل همهٔ کنيد سعی
است.) موجود هشتم فصل [۲] منبع در آپولونيوس

کنيد. مراجعه ۱۲ و ۱۱ صفحات ،[۲] منبع به زير مسألهٔ سه حل راه ديدن برای

پاره خط های که کنيد تعيين طوری را E و D نقطهٔ دو آن ها)، امتداد (يا ABC مثلث از AC و AB اضلاع روی بر .۳ مسأله
ببينيد). را ۱۴ (شکل باشند برابر EC و DE ،AD

۱۴ شکل

خط با آن ها واصل خط و باشند داشته معينی فـاصلهٔ که کنيد تعيين نقطه دو مفروض، دايرهٔ دو روی بر .۴ مسأله
باشد. موازی داده شده ای

بگذرد. داده شده ای نقطهٔ از آن) امتداد (يا ضلع هر که کنيد رسم مربعی .۵ مسأله

تنها پرگار با ترسيم ۲ . ۳
در جديد مسائلی خود محدوديت ها اين دارد. وجود ترسيم ابزار های از استفـاده در عملی محدوديت های اوقـات گاهی

می کنند. مطرح هندسی ترسيم های

بوزجانی ابوالوفـای
ميلادی) ۹۹۸ تا ۹۴۰ قمری، هجری ۳۸۸ تا ۳۲۸) ايرانی رياضی دان بوزجانی۱ محمد ابوالوفـا را مسائل اين از نمونه اولين

می دهد. ارائه آن ها برای زيبايی راه حل های و می کند مطرح هندسی» «اعمال نام با کتابش در
«زنگ زده») پرگار (اصطلاحاً است، ثابت و نيست تغيير قـابل آن دهانهٔ قطر که پرگاری از استفـاده با ابوالوفـا مسائل، اين در

می کند: حل کامل طور به و کرده مطرح ابولوفـا که مسائلی از تعدادی می دهد. انجام را مختلفی ترسيم های

کنيد. رسم AB پاره خط بر عمودی A نقطهٔ از ثابت، دهانهٔ با پرگار يک و خط کش از استفـاده با .۱

کنيد. تقسيم برابر قسمت n به را پاره خط يک ثابت، دهانهٔ با پرگار يک و خط کش از استفـاده با .۲

رسم پرگار دهانهٔ شعاع به دايره ای در محاط منتظم پنج ضلعی يک ثابت، دهانهٔ با پرگار يک و خط کش از استفـاده با .۳
کنيد.

بوزجانی. محمد ابوالوفـا ،۱۳۹۲ پاييز دوم، شمارهٔ پرگار، به کنيد مراجعه بوزجانی، ابوالوفـای دست آوردهای و زندگی از اطلاع ۱برای
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بوزجانی محمد ابوالوفـا .۱۵ شکل

می آوريم: را دوم و اول مسألهٔ حل راه زير در

۱۶ (شکل کند قطع C در را AB پاره خط تا کنيد رسم A مرکز به دايره ای پرگار، از استفـاده با ابوالوفـا. اول مسألهٔ حل راه
به دايره ای و دهيد امتداد را CD حال کند. قطع D در را قبلی دايرهٔ تا کنيد رسم دايره ای C مرکز به سپس ببينيد). را
است متساوی الاضلاع ACD مثلث زيرا است. عمود AB بر AE اکنون کند. قطع E در را CD امتدا تا کنيد رسم D مرکز
∠EAD = ۳۰◦ پس است، متساوی الساقين ADE مثلث چون و ∠ADE = ۱۲۰◦ نتيجه در و ∠ADC = ۶۰◦ نتيجه در و

.∠EAC = ۹۰◦ نتيجه در و

۱۶ شکل

A در اول، مسألهٔ از استفـاده با ببينيد). را ۱۷ (شکل باشد شده داده AB پاره خط کنيد فرض ابوالوفـا. دوم مسألهٔ حل راه
از يک هر روی متوالياً برابر پاره خط n− ۱ ثابت، دهانهٔ با پرگار از استفـاده با می کنيم. رسم AB پاره خط بر عمود دو B و
قسمت n به AB پاره خط اکنون می کنيم. وصل هم به راست خطوط با شکل مطابق را نقـاط می کنيم. جدا عمود دو اين

می شود. واگذار خواننده به ترسيم درستی اثبات است. شده تقسيم برابر

ماسکرونی
از استفـاده به مجاز تنها اگر که کرد بررسی را مسأله اين ميلادی ۱۷۹۷ سال در ايتاليايی رياضی دان ماسکرونی۲ لورنتسو
قـابل مسألهٔ هر که داد نشان پرگاری» «هندسهٔ عنوان با کتابش در و دهيم انجام می توانيم را ترسيم هايی چه باشيم، پرگار

کرد. رسم نيز تنها پرگار با می توان را پرگار و خط کش با ترسيم

Lorenzo Mascheroni۲
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نقـاط تمام نمی توان پرگار از استفـاده با که است روشن شود. داده تنها پرگار با ترسيم مورد در توضيحی است لازم اينجا در
را کار اين پرگار با نمی توان که است روشن باشد، خط يک رسم ترسيم، هدف اگر بنابراين کرد. رسم را راست خط يک
با يافت، پرگار و خط کش از استفـاده با را آن بتوان که «نقطه ای» هر که است اين ماسکرونی قضيهٔ از منظور داد. انجام
پرگار با يافت، را مثلث يک محيطی دايرهٔ مرکز می توان پرگار و خط کش با اگر مثلاً يافت. می توان نيز تنها پرگار از استفـاده

يافت. را آن می توان نيز تنها

هستند. ترسيم قـابل نيز تنها پرگار با هستند، ترسيم قـابل پرگار و خط کش با که نقـاطی همهٔ (ماسکرونی). قضيه

با که می گويد سخن ترسيم هايی «همهٔ» دربارهٔ زيرا برسد نظر به ممکن غير قضيه ای چنين اثبات ابتدا در شايد اثبات.
از گام هر در که می يابيم در کنيم، دقت پرگار و خط کش با ترسيم فرآيند به وقتی اما هستند. انجام قـابل پرگار و خط کش

می دهيم: انجام را زير اعمال از يکی ما ترسيم،

داريم. را هرکدام روی نقطه يک و مراکز که دايره دو تلاقی نقـاط يافتن الف)

داريم. را هرکدام روی نقطه دو که راست خط دو تلاقی نقطهٔ يافتن ب)

داريم. را آن از نقطه يک و مرکز که دايره يک و داريم را آن از نقطه دو که راست خط يک تلاقی نقـاط يافتن پ)

نشان است کافی ماسکرونی، قضيهٔ اثبات برای پس است. انجام قـابل تنها پرگار از استفـاده با (الف) عمل که است واضح
فقط ما می دهيم. انجام زير لم چند در را کار اين داد. انجام تنها پرگار از استفـاده با را (پ) و (ب) اعمال می توان دهيم
ديدن برای می تواند خواننده می کنيم. واگذار خواننده به را ترسيم ها درستی اثبات و می کنيم ارائه را ترسيم ها مراحل

کند. مراجعه [۴] منبع به کامل اثبات های
است. معادل امروزی پرگارهای با اقـليدسی پرگار نيز، خط کش نبود در که می دهيد نشان اول لم

تنها. پرگار از استفـاده با ،A نقطهٔ مرکز به و BC پاره خط با برابر شعاعی به دايره ای ترسيم .۱ لم

ببينيد). را ۱۸ (شکل می گيريم E و D را آن ها تقـاطع و می کنيم رسم AB شعاع به دوايری B و A مراکز به ابتدا حل. راه
چون ديگر نقطه ای در را يکديگر تا می کنيم رسم EC شعاع و E مرکز به دايره ای و DC شعاع و D مرکز به دايره ای حال

است. مطلوب دايرهٔ همان AX شعاع و A مرکز به دايرهٔ اکنون کنند. قطع X
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تنها. پرگار از استفـاده با ،AB مانند خطی به نسبت X نقطهٔ قرينهٔ ترسيم .۲ لم

نقطهٔ ببينيد). را ۱۹ (شکل می کنيم رسم BX شعاع و B مرکز به دايره ای و AX شعاع و A مرکز به دايره ای حل. راه
است. مطلوب نقطهٔ همان آن ها ديگر تقـاطع

۱۹ شکل

تنها. پرگار از استفـاده با AB مفروض پاره خط برابر n طول با پاره خطی رسم .۳ لم

گذرنده دوايری متوالياً ،A از شروع با آن روی و ببينيد) را ۲۰ (شکل می کنيم رسم AB شعاع و B مرکز به دايره ای حل. راه
اين .BE = AB و است راست خط يک ABE صورت اين در می آوريم. دست به را E و D ،C نقـاط و می کنيم رسم B از

می آوريم. دست به آن با برابر و AB امتداد در ديگری پاره خط های و می کنيم تکرار را فرآيند

رسم يعنی تنها. پرگار از استفـاده با مفروض اند پاره خط سه c و b ،a ديگرش جزء سه که تناسبی چهارم جزء رسم .۴ لم
.ab = c

x که نحوی به x پاره خط

ببينيد). را ۲۱ (شکل می ناميم O(b) و O(a) را آن ها و می کنيم رسم b و a شعاع های به دوايری O دلخواه مرکز به حل. راه
به و L مرکز به حال .LM = c که می گيريم نحوی به O(a) روی را M نقطهٔ و می گيريم O(a) روی دلخواهی نقطهٔ را L
می کنيم رسم دايره ای t شعاع و M مرکز به همچنين کند. قطع S در را O(b) که می کنيم رسم دايره ای ،t دلخواه شعاع
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که می گيريم نظر در را انتخاب هايی آن داريم. انتخاب دو نيز T برای و انتخاب دو S برای کند. قطع T در را O(b) که
و OLM مثلث های زيرا است، مطلوب پاره خط ST پاره خط اکنون گيرند. قرار LOM زاويهٔ درون T و S از يکی دقيقـاً

نتيجه در و هستند متشابه OST
OL

OS
=

LM

ST
.

۲۱ شکل

آن گاه ،c > ۲a يعنی باشد، O(a) قطر از بزرگ تر c اگر که است اين دهد رخ است ممکن ترسيم اين در که مشکلی تنها
دنبال ما که آن جا از می دهيم. صورت اين به ترسيم در تغييری صورت اين در يافت. O(a) روی نمی توان را M نقطهٔ
را n طبيعی عدد اکنون است. طبيعی عددی n که na

nb = c
x که بيابيم xای است کافی ،ab = c

x که هستيم xای پاره خط
قبل لم طبق nb و na طول به پاره خط هايی سپس و دارد) وجود nای چنين (حتماً ۲na > c که می گيريم بزرگ آن قدر

می کنيم. استفـاده b و a جای به nb و na از شد، داده توضيح بالا در که ترسيمی در و می کنيم رسم

تنها. پرگار از استفـاده با O مرکز به دايره ای از AB کمان وسط نقطهٔ يافتن .۵ لم

A مرکز به دايره ای ببينيد). را ۲۲ (شکل می ناميم O(AB) را آن و می کنيم رسم AB شعاع و O مرکز به دايره ای حل. راه
را O(AB) تا می کنيم رسم BO شعاع و B مرکز به دايره ای نيز و کند قطع C در را O(AB) تا می کنيم رسم AO شعاع و
شعاع و D مرکز به دايرهٔ کنيد فرض هستند. انطباق قـابل متوازی الاضلاع هايی BDOA و ACOB اکنون کند. قطع D در
نقطهٔ در را AB کمان تا کنيد رسم OE شعاع و C مرکز به دايره ای کند. تلاقی E در CB شعاع و C مرکز به دايرهٔ با DA

است. مطلوب نقطهٔ همان F کند. قطع F
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دهيم. انجام را بود نياز ماسکرونی قضيهٔ اثبات برای که (پ) و (ب) ترسيم های تا هستيم آماده اکنون

.B و A نقـاط از گذرنده راست خط با r شعاع و O مرکز به دايرهٔ تلاقی محل يافتن .۶ لم

با را AB خط به نسبت O قرينهٔ O′ ببينيد). را ۲۳ (شکل می دهيم نشان O(r) با را r شعاع و O مرکز به دايرهٔ حل. راه
می کند. قطع N و M مطلوب نقـاط در را O(r) دايرهٔ ،r شعاع و O′ مرکز به دايرهٔ اکنون ميابيم. ۲ لم از استفـاده

۲۳ شکل

اين به حالت اين در است. واقع O بر O′ حالت اين در زيرا نمی کند. کار باشد AB خط روی O که حالتی در حل راه اين
آن و می کنيم رسم را AB خط به نسبت آن قرينهٔ و می گيريم O(r) روی دلخواه نقطه ای را P که می کنيم عمل ترتيب
با را آن ها می توانيم که هستند PQ کمان های وسط نقـاط N و M و است واقع دايره روی نيز Q اکنون می ناميم. Q را

بيابيم. ۵ لم از استفـاده

.CD و AB راست خط دو تلاقی محل يافتن .۷ لم

محل از نيز C ′D′ که است روشن ببينيد). را ۲۴ (شکل می گيريم AB خط به نسبت D و C قرينهٔ را D′ و C ′ حل. راه
می کنيم رسم را CC ′ شعاع و D مرکز به و C ′D′ شعاع و C ′ مرکز به دواير می ناميم. F را آن که می گذرد CD و AB تلاقی
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نتيجه در و است C ′E با موازی DF پس است. متوازی الاضلاع يک DCC ′E اکنون می ناميم. E را آن ها تلاقی محل و
.D′E
D′D = D′C′

D′F پس متشابه اند. DD′F و C ′D′E مثلث های

۲۴ شکل

طول اين کنيم. رسم را بالا تناسب چهارم جزء می توانيم ۴ لم بنابر پس هستند، معلوم همگی D′C ′ و DD′ ،D′E اکنون
می کنند. قطع F مطلوب نقطهٔ در را يکديگر k شعاع به و D′ و D مرکز به دواير اکنون می ناميم. k را

رسيد. پايان به ماسکرونی قضيهٔ اثبات

تنها خط کش با ترسيم ۳ . ۳
پرگار، خلاف بر می دهيم نشان است. انجام قـابل تنها خط کش با ترسيم هايی چه که کنيم بررسی می خواهيم بخش اين در
داد. انجام نمی توان را است انجام قـابل پرگار و خط کش با که ترسيم هايی مقدماتی ترين حتی تنها خط کش از استفـاده با

کرد. رسم شده داده خط يک بر عمود خطی نمی توان تنها، خط کش از استفـاده با .۸ گزاره

را. دقيق اثبات سپس و می کنيم ارائه شهودی اثباتی ابتدا اثبات.
اتاق پنجرهٔ روی را ترسيم کنيد فرض داد. انجام را ترسيم تنها، خط کش از استفـاده با بتوان کنيد فرض شهودی: اثبات

می اندازد. زمين روی را ترسيم سايهٔ می تابد، اتاق درون به پنجره از که خورشيد نور و می دهيم انجام
نهايت در پس است)، راست خط يک راست، خط يک سايهٔ (زيرا می شود انجام هم زمين روی بر عيناً ترسيم، مراحل همهٔ

نيست! قـائمه لزوماً قـائمه زاويهٔ يک سايهٔ ولی باشد، عمود اوليه خط سايهٔ بر نيز عمود خط سايهٔ بايد

باشند فضا در متمايز صفحهٔ دو π′ و π کنيد فرض می دهيم. شرح را موازی تصوير مفهوم بالا، اثبات کردن دقيق برای
نقطهٔ يک ،π از P نقطهٔ هر به که ،π′ بر π از است نگاشتی a امتداد در π′ بر π موازی تصوير از منظور ببينيد). را ۲۶ (شکل

باشد. a موازی PP ′ خط که دهد نسبت گونه ای به را π′ از P ′

بدون را آن ها از بعضی تنها بحث، شدن طولانی از پرهيز برای اينجا در که دارد جالبی بسيار خواص موازی تصوير تبديل
کند. مراجعه [۳] منبع به اثبات ها ديدن برای می تواند خواننده می کنيم. ذکر اثبات

ببينيد). را ۲۷ (شکل می شوند نگاشته π′ صفحهٔ خطوط به π صفحهٔ خطوط موازی، تصوير در الف)

می شوند. تبديل موازی خطوط به موازی خطوط موازی، تصوير در ب)



..

۲۷

.
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..
هندسی ترسيم های

اتاق درون به خورشيد نور تابش .۲۵ شکل

۲۶ شکل

۲۷ شکل

می ماند. ثابت هم خط پاره خط دو طول های نسبت موازی، تصوير در پ)

می ماند. ثابت مسطح شکل دو مساحت های بين نسبت موازی، تصوير در ت)

در باشند. π′ صفحهٔ روی هم خط غير نقطهٔ سه P و N و M و π صفحهٔ روی هم خط غير نقطهٔ سه C و B و A اگر ث)
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۲۸
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..
هندسی ترسيم های

ABC مثلث ،π′ بر π از موازی تصوير اثر بر که داد قرار فضا در نحوی به را π′ و π صفحه های می توان صورت اين
شود. نگاشته MNP مثلث با متشابه مثلثی به

نيز π′ صفحهٔ روی آن تصوير شود، انجام π صفحهٔ روی تنها خط کش با که ترسيمی هر که می دهد نشان (الف) خاصيت
موازی، تصوير از استفـاده با می توان که می دهد نشان (ث) خاصيت طرفی از می دهد. انجام را ترسيم مراحل همان عيناً

می شود. دقيق بالا شهودی اثبات بنابراين کرد. تبديل ديگری زاويهٔ هر به را قـائمه زاويهٔ يک

کرد. رسم را پاره خط يک وسط نقطهٔ نمی توان تنها، خط کش از استفـاده با کنيد ثابت .۶ مسأله
تصوير تحت پاره خط وسط نقطهٔ بالا، در (پ) خاصيت بنابر زيرا نمی کند، ما به کمکی موازی تصوير اينجا، در راهنمايی:

کنيد: استفـاده مرکزی» «تصوير تبديل از اينجا در می شود. نگاشته پاره خط وسط نقطهٔ به موازی،
تصوير از منظور ببينيد). را ۲۸ (شکل آن ها بر واقع غير نقطه ای O و باشند فضا در متمايز صفحهٔ دو π′ و π کنيد فرض
دهد نسبت گونه ای به را π′ از P ′ نقطهٔ يک ،π از P نقطهٔ هر به که π′ بر π از است نگاشتی ،O مرکز به π′ بر π مرکزی
و (پ) (ب)، خواص ولی دارد را موازی تصوير خواص از (الف) خاصيت مرکزی تصوير دهيد نشان باشد. واقع OP بر P ′ که

ندارد. را (ت)

۲۸ شکل

از استفـاده به مجاز تنها اگر که کرد بررسی را مسأله اين ۱۸۳۳ در سوئيسی، رياضی دان اشتاينر۳ ياکوب الف) .۷ مسأله
ثابت او داد. انجام می توان را ترسيم هايی چه باشند، شده رسم صفحه در آن مرکز و تنها دايرهٔ يک و باشيم خط کش
اين کنيد سعی است. انجام قـابل نيز بالا شرايط تحت باشد، انجام قـابل پرگار و خط کش با که ترسيمی هر که کرد

کنيد. ثابت را قضيه

(راهنمايی: آورد. دست به را آن مرکز تنها خط کش از استفـاده با نمی توان دهيد نشان باشد، نشده داده دايره مرکز اگر ب)
نقطه ای به را آن مرکز ولی می کند تبديل خودش به را دايره يک که دارد وجود مرکزی تصوير تبديل يک دهيد نشان

می کند.) تبديل ديگر

خط کش از قسمتی هيچ نيستيم مجاز ما و شده مشخص مجاز غير ناحيهٔ عنوان به صفحه از قسمتی کنيد فرض .۸ مسأله
دهيم. قرار آن روی را پرگار و

داده خط بر A از عمود پای پرگار، و خط کش از استفـاده با است. مجاز غير ناحيهٔ شده، سياه دايرهٔ ،۲۹ شکل در الف)
بيابيد. را شده

Jacob Steiner۳
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۲۹ شکل

استفـاده با می توان عادی حالت در که نقـاطی همهٔ باشد، شده داده مجاز غير ناحيهٔ عنوان به دايره يک اگر دهيد نشان ب)
يافت. نيز مجاز غير ناحيهٔ وجود با می توان را هستند مجاز غير ناحيهٔ از خارج و يافت پرگار و خط کش از
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