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منتظم هفده ضلعی رسم

که طوری به است، پرگار و خط کش کمک به شکل آن رسم هدفمان می شود، صحبت هندسی شکل يک رسم درباره ٔ وقتی
فـاصله ای مشخص نقطه ای با که نقـاطی تمام کردن پيدا پرگار کار و است نقطه دو بين واصل پاره خط رسم خط کش کار

دارند. مشخص
با منتظم n-ضلعی رسم مسئله ٔ بود، کرده مشغول خودش به را رياضيدانان ذهن مدت ها برای که ترسيم مسائل از يکی
n = ۳, ۴, ۵, ۶, ۱۵, ۲m ساده ٔ حالات برای فقط و نداشت چندانی پيشرفت مدتها تا مسئله اين است. پرگار و خط کش
بعد کمی و دهد ارائه را منتظم ۱۷-ضلعی رسم نحوه ٔ توانست سالگی ۱۹ در گاوس ۱۷۹۶ سال در اينکه تا بود، شده حل
برای اگر که کرد ادعا همچنين او است. رسم قـابل منتظم n-ضلعی آنگاه باشد، اول و n = ۲۲m + ۱ اگر که کرد ثابت

.pi = ۲۲li + ۱ ،۱ ≤ i ≤ k هر برای آنگاه باشد، رسم قـابل منتظم n-ضلعی متمايز)، و اول (piها n = ۲mp۱p۲ · · · pk
بايد می کنيم تصور که ما انتظار خلاف بر شکل اين رسم است. منتظم ۱۷-ضلعی رسم نحوه ٔ توضيح مقـاله اين هدف
n که گرفت نتيجه می توان (cosα + i sinα)n = cosnα + sinnα رابطه ٔ درستی فرض با است. جبری باشد، هندسی

با: هستند برابر xn − ۱ = ۰ معادله ٔ ريشه ٔ

cos
۲kπ
n

+ i sin
۲kπ
n

; ۱ ≤ k ≤ n.

مطلوب رسم بنابراين می دهند، منتظم n-ضلعی تشکيل مختصات صفحه ٔ در ريشه ها اين که فهميد می توان بررسی کمی با
است. x = ۱ بديهی ريشه ٔ يک دارای چندجمله ای اين دارد. چندجمله ای اين ريشه های کردن پيدا با نزديکی رابطه ٔ ما

با برابر نتيجه می کنيم. تقسيم x− ۱ بر را xn − ۱ آن، از شدن خلاص برای

xn−۱ + xn−۲ + · · ·+ x۲ + x+ ۱

کرد. خواهيم بررسی را آن ادامه در که است

توسط که است V. V. Prasolov اثر Essays on numbers and figures کتاب ششم فصل از اندک تغييرات با ترجمه ای مقـاله اين
است. رسيده چاپ به American Mathematical Society انتشارات
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زيرا: است رسم قـابل √a+ ib همچنين و باشند رسم قـابل b و a اگر است رسم قـابل a+ ib مختلط عدد

√
a+ ib =

√√
a۲ + b۲ + a

۲ + i

√√
a۲ + b۲ − a

۲

قـابل x۲ +ux+ v = ۰ معادله ٔ جواب های آنگاه باشند، رسم قـابل v و u اگر که بگيريم نتيجه می توانيم شد گفته آنچه بنابر
هستند. رسم

است. شده داده توضيح منتظم ۵-ضلعی و ۳ رسم نحوه ٔ ادامه در می دهيم، انجام داريم که کاری بهتر درک برای
۳ برای

رسم قـابل جواب هايش است، دو درجه ٔ از چون و است x۲ + x+ ۱ = ۰ بياوريم دست به را جواب هايش بايد که معادله ای
است.

:۵ برای
ريشه های بگيريد. نظر در x+ ۱

x با برابر را u است، x۴ + x۳ + x۲ + x+ ۱ = ۰ حالت اين در بحثمان مورد چندجمله ای
نيز x۲ − u۱x + ۱ و x۲ − u۲x + ۱ ريشه های بنابراين هستند، رسم قـابل می باشند u۲ و u۱ با برابر که u۲ + u − ۱
چندجمله ای ريشه های با است برابر آخر چندجمله ای دو ريشه های که است بررسی قـابل سادگی به هستند. رسم قـابل

.x۴ + x۳ + x۲ + x+ ۱
بايد داديم، توضيح قبلاً که همان طور کار اين انجام برای منتظم. ۱۷-ضلعی رسم اصلی، سؤال سر برگرديم می توانيم حال

کنيم. رسم را x۱۶ + x۱۵ + · · ·+ x+ ۱ چندجمله ای ريشه های
با و می کنيم تعريف زير صورت به را ωk ،(۳ (مثل باشد ۱۷ پيمانه ٔ به اوليه ريشه ٔ g و ϵ = cos ۲π

۱۷ + i sin ۲π
۱۷ کنيد فرض

داشت: خواهيم g جای به ۳ گذاشتن

ωk = ϵg
k

.

ω۰ = ϵ, ω۱ = ϵ۳, ω۲ = ϵ۹, ω۳ = ϵ۱۰, ω۴ = ϵ۱۳, ω۵ = ϵ۵, ω۶ = ϵ۱۵, ω۷ = ϵ۱۱,

ω۸ = ϵ۱۶, ω۹ = ϵ۱۴, ω۱۰ = ϵ۸, ω۱۱ = ϵ۷, ω۱۲ = ϵ۴, ω۱۳ = ϵ۱۲, ω۱۴ = ϵ۲, ω۱۵ = ϵ۶.

می کنيم: انتخاب اينگونه را x۲ و x۱

x۱ =
۷∑

k=۰
ω۲k, x۲ =

۷∑
k=۰

ω۲k+۱.

که: می آيد دست به راحتی به باشد، α = ۲π
۱۷ اگر و x۱ + x۲ = −۱ داشت خواهيم ويت روابط کمک به

x۱ = (ϵ + ϵ۱۶) + (ϵ۲ + ϵ۱۵) + (ϵ۴ + ϵ۱۳) + (ϵ۸ + ϵ۹) = ۲(cosα+ cos ۲α+ cos ۴α+ cos ۸α),

x۲ = ۲(cos ۳α+ cos ۵α+ cos ۶α+ cos ۷α).

فرمول: اين از استفـاده با
۲ cos(pα) cos(qα) = cos((p+ q)α) + cos((p− q)α),
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داشت: خواهيم

x۱x۲ = ۸(cosα+ cos ۲α+ · · ·+ cos ۷α+ cos ۸α) = ۴(x۱ + x۲) = −۴.

اين ضرايب اينکه خاطر به و می باشند x۲ + x − ۴ دوم درجه ٔ چندجمله ای ريشه ٔ دو x۲ و x۱ که داشت خواهيم بنابراين
هستند. رسم قـابل آن ريشه های پس است، صحيح اعداد چندجمله ای

می کنيم: تعريف زير صورت به را y۲ و y۱ حال

y۱ =
۳∑

k=۰
ω۴k = ۲(cosα+ cos ۴α),

y۲ =
۳∑

k=۰
ω۴k+۲ = ۲(cos ۸α+ cos ۲α).

که: است بررسی قـابل راحتی به

y۱ + y۲ = x۱,

y۱y۲ = ۲(cosα+ cos ۲α+ · · ·+ cos ۷α+ cos ۸α) = x۱ + x۲ = −۱.

داريم: مشابه طريق به هستند. y۲ − x۱y − ۱ دوم درجه ٔ چندجمله ای ريشه های y۲ و y۱ پس

y۳ =
۳∑

k=۰
ω۴k+۱ = ۲(cos ۳α+ cos ۵α),

y۴ =
۳∑

k=۰
ω۴k+۳ = ۲(cos ۷α+ cos ۶α).

پس هستند، رسم قـابل x۲ و x۱ که آنجايی از می باشند. y۲ − x۲y − ۱ دوم درجه ٔ چندجمله ای ريشه های y۴ و y۳ اينکه و
هستند. رسم قـابل نيز y۴ و y۳ ،y۲ ،y۱

می گيريم: نظر در بدين گونه را z۲ و z۱ آخر در و

z۱ = ω۰ + ω۸ = ۲ cosα, z۲ = ω۴ + ω۱۲ = ۲ cos ۴α.

درجه ٔ چندجمله ای ريشه های بنابراين ،z۱ + z۲ = y۱ و z۱z۲ = ۲(cos ۵α + cos ۳α) = y۳ که داشت خواهيم وضوح به
نيز را آن ريشه های پس است، رسم قـابل چندجمله ای ضرايب که آنجايی از و است z۲ و z۱ با برابر z۲ − y۱z + y۳ دوم

کنيم. رسم می توانيم
زيرا: کنيم، رسم می توانيم نيز را ϵ پس کنيم رسم را z۱ بتوانيم وقتی

ϵ =
z۱
۲ + i

√
۱ −

(z۱
۲
)۲
.

ريشه ها رسم با هستند. رسم قـابل نيز اين ها پس است، رسم قـابل ϵ چون که هستند ϵ۲, ϵ۳, . . . , ϵ۱۷ با برابر نيز ريشه ها بقيه ٔ
کنيم. رسم را منتظم ۱۷-ضلعی توانستيم


