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عين�اله�زاده مصطفی
رياضی دکتری دانشجوی
شريف صنعتی دانشگاه

پونسله قضيهٔ

معرفی ۱
را C تا می�کنيم رسم D بر مماسی X۱ از است. شده داده C روی X۱ نقطهٔ و آن درون در D دايرهٔ و C دايرهٔ
نقطهٔ در را C تا می�کنيم رسم D بر (X۱X۲ از (غير ديگری مماس X۲ از سپس کند. قطع X۲ ديگر نقطهٔ در
شويم، مواجه تکراری نقطه�ای با روند اين در اگر می�سازيم. را . . . ،X۵ ،X۴ ترتيب همين به کند. قطع X۳ ديگر
يک X۱X۲ · · ·Xn و Xn+۱ = X۱ که دارد وجود n طبيعی عدد پس باشد، X۱ بايد می�شود تکرار که نقطه�ای اولين
اين�صورت در و است نادر بسيار اتفـاقی اين وضوح به (۱ می�دهد.(شکل ما به D بر محيط و C در محاط n-ضلعی

اين در X۱ که می�گويد ما به عجيب�تر بسيار حقيقتی اما باشند! داشته هم با خاص رابطه�ای بايد X۱ و D ،C
از پس کنيم، شروع C از ديگری نقطهٔ هر از X۱ جای به را روند اين اگر ديگر، عبارت به ندارد. نقشی هيچ رابطه

برمی�گرديم. اول جای به مرحله n

با n-ضلعی بی�نهايت باشد، داشته وجود D دايرهٔ بر محيط و C دايرهٔ در محاط n-ضلعی يک اگر پونسله. قضيهٔ
n-ضلعی�هاست. اين از يکی رأس ،C نقطهٔ هر واقع در دارد. وجود خاصيت اين

از يکی جريان در روس�ها توسط شدن زندانی از (پس زندان در پونسله۱ ويکتور ژان نام به جوانی را قضيه� اين
لقب نوزدهم قرن هندسه�دانان بزرگترين از يکی عنوان به بعدها که او کرد. اثبات و کشف ناپلئون) جنگ�های
برای را قضيه اين از تعميمی آن در و نوشت تصويری هندسهٔ باب در کتابی وطن، به بازگشت و آزادی از بعد گرفت،

Jean Victor Poncelet(1788-1867)۱
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پونسله قضيهٔ

n = ۵ :۱ شکل

به مخروطی مقـاطع هندسهٔ قضايای زيباترين از يکی قضيه اين کرد. منتشر مخروطی،۲ مقطع دو کلی�تر حالت
متنوعی تعميم�های و اثبات�ها يافتن برای . . . و گريفيث کيلی، ژاکوبی، مانند بسياری رياضيدانان و می�آيد حساب

کرده�اند. تلاش آن از
اما دارد. وجود پونسله قضيهٔ برای جبری و تحليلی پيشرفتهٔ روش�های از استفـاده با اثبات�هايی حاضر حال در
مقـاله اين در است. بيان قـابل هندسه مقدماتی قضايای از استفـاده با پونسله خود اثبات که است اين توجه جالب
استفـاده هم�محور دواير دسته�های مفهوم از اثبات اين کنيم. ارائه پونسله، اصلی اثبات مشابه اثباتی تا داريم قصد
قسمت اين است. شده مرور آن اصلی خواص و معرفی مقـاله اول قسمت در مفهوم اين جهت همين به می�کند.
بعد، قسمت در دربرندارد. هستند، آشنا هم�محور دواير با که کسانی برای جديدی مطلب و است مقدماتی بسيار
دبيرستانی هندسهٔ مطالب از بعضی از فقط نيز قسمت اين در می�شود. کامل دايره�ها برای پونسله قضيهٔ اثبات
آن از استفـاده با و شده معرفی تصويری هندسه�ی در دوگانی اصل مقـاله چهارم قسمت� در کرده�ايم. استفـاده
توصيفی جنبهٔ بخش اين مطالب است. آمده دست به محيطی-محاطی چندضلعی�های به راجع جالب نتيجه�ای

است. نشده ارائه آن گزاره�های برای اثباتی موارد از بعضی در و دارند
زيادی کمک مطالب فهم به آنها روی کردن فکر حال عين در ولی هستند، ساده بسيار اغلب متن لابلای تمارين

باشند! سخت بسيار است ممکن آنها از بعضی که گفت بايد هم پايانی مسائل مورد در می�کند.
گيرد. قرار پرگار مجلهٔ ارجمند مخاطبان توجه مورد مقـاله اين اميدواريم

سهمی يا و هذلولی بيضی، ۲دايره،
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نمادگذاری
R شعاع و O مرکز به دايرهٔ C(O,R)

ببينيد.) را ۱ (تعريف C دايرهٔ به نسبت A نقطهٔ قوت P(A,C )

AB پاره�خط علامت�دار طول |AB |
حقيقی عددی ،AB پاره�خط جهت�دار طول باشد. شده تعيين B و A از گذرنده خط برای جهت يک کنيد (فرض
برعکس يا و B به A از خط جهت اينکه به بسته آن علامت و است پاره�خط اين طول برابر آن قدرمطلق که است
تعيين خط اين روی مشخص جهتی بايد تعريف، اين بودن معنی�دار برای وضوح به است. منفی يا و مثبت باشد،
علامت داريم، سروکار يکخط روی پاره�خط�ها از زوجی تعداد تقسيم و ضرب حاصل� با که حالت�هايی در اما کرد.
جهتی که خطوطی برای حتی خوش�تعريف، عددی و است خط برای شده تعيين جهت از مستقـل حاصل عبارت
استفـاده طول نمايش برای | | بدون AB نماد از که جاهايی در ضمناً می�دهد. ما به است نشده تعيين آن�ها روی

است.) معمولی طول همان منظورمان می�کنيم،

هم�محور دواير دسته�های ۲
تحليلی روش از استفـاده با را دواير دسته�های و دايره�ها با مرتبط اساسی مفـاهيم از بعضی بخشمی�خواهيم اين در
حالت�های به سادگی به اين بر علاوه و می�کند ساده�تر را قضايا و گزاره�ها از بعضی اثبات روش، اين کنيم. معرفی
با مرتبط مسائل بررسی هندسی�تر روش�های مشاهدهٔ برای است.۳ تعميم�پذير دلخواه مخروطی مقـاطع کلی�تر

ببينيد. را کورت[۱] کتاب هشتم فصل می�توانيد دايره�ها،
دايرهٔ نقـاط y و x مختصات ،R مثبت عدد و صفحه در O = (a,b) دلخواه نقطهٔ هر برای می�دانيم، که همان�طور

می�کند: صدق زير معادلهٔ در C(O,R)

(x −a)۲+ (y −b)۲−R۲ = ۰.

استاندارد چندجمله�ای معادله، چپ سمت چندجمله�ای به و C(O,R) دايرهٔ استاندارد معادلهٔ معادله، اين به
داريم: آن بسط با دهيم، نمايش f (x, y) با را چندجمله�ای اين اگر می�گوييم. C(O,R)

f (x, y) = x۲+ y۲−۲ax −۲by +a۲+b۲−R۲.

و است يکسان f (x, y) = ۰ معادلهٔ جواب�های با c f (x, y) = ۰ معادلهٔ جواب�های ،c ̸= ۰ عدد هر برای وضوح به
می�کنيم. پيشنهاد را [۳] منبع مخروطی، مقـاطع دسته�های با آشنايی برای ۳
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cx۲+ c y۲ برابر c f (x, y) چندجمله�ای در ۲ درجهٔ قسمت ديگر طرف از می�کنند. توصيف را دايره يک دو هر
صورت به آن ۲ درجهٔ جملات که دومتغيره ۲ درجهٔ چندجمله�ای يک صفرهای که ديد می�توان راحتی به است.

است. تهی مجموعهٔ يا و نقطه يک يا دايره يک باشد، cx۲+ c y۲ (c ̸= ۰)

کنيد فرض و بگيريد نظر در را f (x, y) = x۲+ y۲+ax +by +c چندجمله�ای .۱ تمرين
دهيد: نشان .Q = a۲+b۲−۴c

است.
p

Q
۲ شعاع و (− a

۲ ,− b
۲ ) مرکز به دايره�ا�ی f (x, y) = ۰ جواب�های مجموعهٔ ،Q > ۰ اگر الف)

است. نقطه يک شامل تنها f (x, y) = ۰ جواب�های مجموعهٔ Q = ۰ اگر ب)

ندارد. جواب f (x, y) = ۰ معادله�ی ،Q < ۰ اگر ج)

است. PO۲−R۲ عبارت مقدار با برابر C(O,R) دايرهٔ به نسبت P نقطهٔ قوت .۱ تعريف

در نقطه� هر قوت پس است. |(x, y)O|۲−R۲ با برابر C(O,R) دايرهٔ استاندارد چندجمله�ای ديديم که همان�طور
تعريف بنابر اين بر علاوه است. نقطه آن در C(O,R) استاندارد چندجمله�ای مقدار با برابر C(O,R) به نسبت صفحه
منفی، عددی ترتيب به باشد، C روی يا و بيرون درون، P که صورتی در ،C دايرهٔ به نسبت P نقطهٔ قوت بالا،

است. صفر برابر يا و مثبت

اين�صورت در کند، قطع B و A نقـاط در را C = C(O,R) دايرهٔ تا کنيم رسم دلخواهی خط P نقطهٔ از اگر .۱ گزاره
است. C(O,R) به نسبت P قوت با برابر |PA||PB | (علامت�دار) مقدار

از O بودن هم�فـاصله به توجه با (۲ باشد.(شکل AB خط بر O از شده رسم عمود پای H کنيد فرض اثبات.
مثلث�های در فيثاغورس قضيهٔ از استفـاده با بنابراين .x := |B H | = |H A| و است AB پاره�خط وسط H ،B و A

داريم: AHO و PHO قـائم�الزاويهٔ

|PA||PB | = (|PH |+ x)(|PH |−x) = PH۲−x۲

= (PO۲−OH۲)− (AO۲−OH۲)

= PO۲−R۲ = P(P,C ).

C۲ و C۱ � به نسبت آنها قوت که است نقـاطی هندسی مکان صفحه، در C۲ و C۱ دايرهٔ دو اصلی محور .۲ تعريف
باشد. برابر

و f۱ معادلهٔ اگر دراين�صورت باشند. C۲ و C۱ دايرهٔ دو استاندارد چندجمله�ای�های ترتيب به f۲ و f۱ کنيد فرض
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۱ گزارهٔ :۲ شکل

باشد: زير صورت به f۲

f۱(x, y) = x۲+ y۲+a۱x +b۱y +c۱,

f۲(x, y) = x۲+ y۲+a۲x +b۲y + c۲.

معادلهٔ با C۲ و C۱ اصلی محور نقـاط

f۱(x, y) = f۲(x, y) ⇐⇒

(a۱−a۲)x + (b۱−b۲)y + (c۱−c۲) = ۰.

هم�مرکز با معادل (a۲,b۲) و (a۱,b۱) تساوی است. يکخط معادلهٔ (a۱,b۱) ̸= (a۲,b۲) حالت در که می�شود داده
اضافی حالت�گيری به نياز اينکه برای وقت�ها بعضی ندارد. جواب بالا معادلهٔ حالت اين در و است C۲ و C۱ بودن
دايره دو اصلی محور قرارداد اين با پس می�گيرند. نظر در بی�نهايت“ ”خط را هم�مرکز دايرهٔ دو اصلی محور نباشد،

است. خط يک همواره

صورت (در آنها مشترک نقـاط از و است عمود آنها خط�المرکزين بر دايره دو اصلی محور دهيد نشان .۲ تمرين
دايرهٔ دو اصلی محور و آنها تقـاطع نقـاط از گذرنده خط متقـاطع دايرهٔ دو اصلی محور بنابراين می�گذرد. وجود)

آنهاست. تماس محل از گذرنده مشترک مماس هم، بر مماس

معادلهٔ نيستند) صفر توأماً (که α۲ و α۱ � دلخواه عدد دو هر برای اگر کلی�تر حالت در

α۱ f۱(x, y)+α۲ f۲(x, y) = ۰

۴۳
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می�رسيم: زير معادلهٔ به دهيم، بسط را

(α۱+α۲)(x۲+ y۲)+ (α۱a۱+α۲a۲)x + (α۱b۱+α۲b۲)y + (α۱c۱+α۲c۲) = ۰.

(α۱+α۲ = ۰ حالت (در خط يک يا و نقطه يک يا دايره يک آن جواب�های باشد، داشته جواب معادله اين اگر
است.

می�توان را (نقـاط می�گويند. C۲ و C۱ با هم�محور دوایر دستۀ می�آيند، دست به صورت اين به که اشکالی همهٔ به
دواير از دسته يک اعضای همهٔ پس گرفت. نظر در بی�نهايت شعاع با دواير می�توان را خطوط و صفر شعاع با دواير

هستند!) تعميم�يافته“ ”دايرهٔ يک هم�محور،

مقدار با برابر C۲ دايرهٔ به قوتش به C۱ دايرهٔ به آن قوت نسبت که صفحه در نقـاطی هندسی مکان .۲ گزاره
است. C۲ و C۱ با هم�دسته (تعميم�يافته) دايره�ای باشد، α ثابت

هندسی مکان پس شد�ه�اند. داده f۲ = ۰ و f۱ = ۰ استاندارد معادله�های با ترتيب به C۲ و C۱ کنيم فرض اثبات.
معادلهٔ با مذکور

f۱(x, y) =α f۲(x, y)

است. C۲ و C۱ با هم�دسته دايره�ای بودن، ناتهی صورت در تعريف، بنابر که می�شود داده

دهيد: نشان باشد. C۲ و C۱ متفـاوت دايرهٔ دو با هم�محور دواير دستهٔ F کنيد فرض .۳ تمرين

است. F با برابر D۲ و D۱ با هم�محور دواير دستهٔ ،F در D۲ و D۱ دايرهٔ دو هر برای الف)

(به است. F در دايره دو هر اصلی محور که است خط يک دقيقـاً شامل F نباشند، هم�مرکز C۲ و C۱ اگر ب)
می�گوييم.) F اصلی محور خط اين

گزاره (اين باشد. C۲ و C۱ اصلی محور با برابر C۱ و آن اصلی محور اگر فقط و اگر دارد قرار F در C دايرهٔ ج)
مفهوم اين از ما تعريف با معادل تعريفی واقع در و می�کند روشن را هم�محور“ دواير ”دستهٔ تسميهٔ وجه

است.)

دارد. قرار F اصلی محور بر عمود خطی روی F دواير همهٔ مرکز د)

نشان کنند. معين را C۲ و C۱ متفـاوت دواير f۲(x, y) = ۰ و f۱(x, y) = ۰ دوِ درجهٔ معادلات کنيد فرض .۴ تمرين
دهيد:

نمايش را يکسان (تعميم�يافته) دايرهٔ يک β۱ f۱ +β۲ f۲ = ۰ و α۱ f۱ +α۲ f۲ = ۰ معادلهٔ دو دهيد نشان الف)
.α۱α۲ = β۱

β۲ اگر فقط و اگر می�دهند

دارد. قرار C۲ و C۱ با هم�محور دواير دستهٔ در يکتايی دايرهٔ روی ،C۲ و C۱ تقـاطع�های از غير P نقطهٔ هر ب)
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۳ گزارهٔ در دواير دسته�های انواع :۳ شکل

دارد: وجود هم�محور دواير دسته�های از نوع چهار .۳ گزاره

نقطه، دو از گذرنده خط) (و دواير - اول

خط، آن خود و آن از معين نقطه�ای در خط يک بر مماس دواير - دوم

نقطه، يک مرکز به دواير - سوم

نقطه. دو اين عمودمنصف خط و است ثابت مقداری خاص، نقطهٔ دو به آن نقـاط فواصل نسبت که دوايری - چهارم

يکديگر به نسبت حالت چهار C۲ و C۱ باشد. C۲ و C۱ دايرهٔ دو با هم�محور دواير دستهٔ F کنيد فرض اثبات.
می�کنيم: بررسی را آنها ترتيب به که دارند

متقـاطعند. B و A نقطهٔ دو در C۲ و C۱ الف)
دايرهٔ کنيد فرض بالعکس می�گذرند. B و A از C۲ و C۱ با هم�دسته دواير همهٔ وضوح به تعريف، به توجه با
F در C̃ مانند يکتايی دايرهٔ قبل، تمرين از (ب) قسمت بنابر بگذرد. P مانند ديگری نقطهٔ و B و A از C

برابر F نتيجتاً و است منطبق C بر C̃ پس دارند. قرار C̃ روی هم B و A اما می�گذرد. P از که دارد وجود
است. B و A از گذرنده خط) (و دواير همهٔ مجموعهٔ با

مماسند. يکديگر بر A نقطهٔ در C۲ و C۱ ب)
مرکزشرویخط�المرکزين و می�گذرد A Fاز دايرهٔ هر نمايشدهيم، l با را A C۲در C۱و مماسمشترک اگر
با مشابه استدلالی مماسند. l بر A در F دواير همهٔ پس دارد. قرار است، عمود l بر A در که C۲ و C۱

است. درست نيز مطلب اين عکس که می�دهد نشان قبل حالت

هستند. O نقطهٔ مرکزيت با هم�مرکز C۲ و C۱ ج)
با برابر F دواير همهٔ مرکز که ديد می�توان سادگی به دايره دو اين جبری معادلهٔ به توجه با حالت اين در

است. صحيح نيز مطلب اين عکس و است O

هستند. هم�مرکز غير و مجزا C۲ و C۱ د)
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C۱ ،l اينکه به توجه با کند. قطع P در را m نام به آن�دو خط�المرکزين ،C۲ و C۱ اصلی محور l کنيد فرض
و دارد قرار C۱ بيرون P می�افتد) هم C۲ روی آنها تقـاطع نقطهٔ اين�صورت غير در (چون نمی�کند، قطع را

که کنيد انتخاب گونه�ای به m روی را Y و X نقطهٔ دو است. مثبت C۱ به نسبت آن قوت

|P X |۲ = |PY |۲ = P(P,C۱).

و هست نيز C۱ و C محوراصلی l اينکه به توجه با می�گذرد. X از که باشد F در دايره�ای C کنيد فرض
،P ∈ l

P(P,C ) = P(P,C۱) = |P X |۲.

برابر C پس دارد، قرار m روی C مرکز ديگر طرف از است. مماس X در m = P X بر C ،X ∈C چون پس
با هم�محور دواير دستهٔ با برابر F پس دارد. قرار F در هم Y نقطهٔ ترتيب همين به است. X تک�نقطهٔ با
۲ گزارهٔ است، نقطه آن از فـاصله مجذور با برابر نقطه يک به نسبت قوت اينکه به توجه با است. Y و X

با برابر Y و X به آنها فـاصلهٔ نسبت که هستند نقـاطی هندسی مکان F خط) (و دواير که می�گويد ما به
است. ثابت مقداری

دقيقـاً در ،F دواير از يک هر از وتر هر دهيد نشان باشد. چهارم نوع از دواير دستهٔ يک F کنيد فرض .۵ تمرين
است. مماس F در ديگر دايره�ای بر نقطه يک

قضيه اثبات ۳
می�توان را صفحه در دايره هر می�شويم. متذکر جهت�دار دواير دربارهٔ نکاتی پونسله، قضيهٔ اثبات به شروع از قبل
است، شده مشخص آن روی جهتی که دايره يک به کرد. جهت�دهی پادساعت�گرد يا و ساعت�گرد صورت دو به
مماس بر علاوه اگر است مماس E جهت�دار دايرهٔ بر ۴AB جهت�دار خط می�گوييم می�گوييم. جهت�دار دایره��ی
از منظور ،E بيرون P دلخواه نقطهٔ برای ضمناً باشد. يکسان تماس محل در دايره جهت و خط جهت بودن،
l تماس محل اگر که است E بر P از (l نام (با رسم�شده مماس�های از يکی ،E بر P از شده رسم هم�جهت� مماس

(۴ باشد.(شکل يکسان Q در E جهت با PQ خط جهت کنيم، نام�گذاری Q با را E و
است. آن درون ديگری دايرهٔ D و دايره يک C بخش اين سراسر در

D بر جهت يک در B۱B۲ و A۱A۲ که دارند قرار گونه�ای به C دايرهٔ روی B۲ و B۱،A۲،A۱ نقطهٔ چهار .۱ لم
صورت: اين� در مماسند.

مماسند. آن بر جهت يک در A۲B۲ و A۱B۱ که دارد وجود D و C با هم�محور و C درون E دايرهٔ الف)
است. B سمت به A از جهتش که AB از گذرنده خط ۴يعنی
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. P.
E

.
l

هم�جهت مماس :۴ شکل

(الف) ۱ لم :۵ شکل

هم�جهت مماس�های روی ترتيب به B۲ و B۱ که دارد وجود D و C با هم�محور و C بيرون E ′ جهت�دار دايرهٔ ب)
دارند. قرار E ′ بر A۱ و A۲ از رسم�شده

P با را A۲B۲ و A۱B۱ خط دو با M N خط تقـاطع ،N و M با را D بر B۱B۲ و A۱A۲ تماس محل الف) اثبات.
اينکه دليل به که کنيد توجه ابتدا (۵ (شکل می�کنيم. نام�گذاری Z با را A۲B۲ و A۱B۱ خط دو تقـاطع و Q و
∠A۱M N زوايای و دارند قرار M N خط طرف يک در B۲ و A۱ مماسند، D بر جهت يک در دو هر B۱B۲ و A۱A۲
مساوی�اند. و هستند ÛA۲B۱ کمان به روبرو هم ∠N B۲Q و ∠M A۱P زاويهٔ دو ديگر طرف از برابرند. ∠B۲N M و
است متساوی�الساقين Z PQ مثلث نتيجه در .∠NQB۲ =∠MPA۱ و متشابه�اند N B۲Q و M A۱P مثلث دو پس
A۱ که کنيد توجه ديگر طرف از است. مماس A۲B۲ و A۱B۱ بر Q و P در که دارد وجود E دايرهٔ پس .Z P = ZQ و
پس می�کند.) قطع M يعنی A۱A۲ پاره�خط درون در را A۱A۲ ،PQ (چون دارند، قرار PQ خط طرف دو در A۲ و
کافيست کار اين برای است. هم�محور D و C با E که می�کنيم ادعا مماسند. E بر جهت يک در A۲B۲ و A۱B۱
نتيجه ۲ گزارهٔ بنابر اين�صورت در زيرا است. يکسان E و D به B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ نقـاط قوت نسبت دهيم نشان
و است E و D با هم�محور C يعنی متمايزند) آنها ۳تای حداقـل (که چهارنقطه اين از گذرنده دايرهٔ که می�شود

می�شود. ثابت ما ادعای
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(ب) ۱ لم :۶ شکل

داريم: ،B۲NQ و A۱MP مثلث دو تشابه و موجود مماس�های از استفـاده با

P(A۱,D)

P(A۱,E)
= A۱M۲

A۱P۲ = B۲N۲

B۲Q۲ = P(B۲,D)

P(B۲,E)
.

:B۱N P و A۲MQ مثلث دو تشابه� بنابر مشابه طريق به

P(A۲,D)

P(A۲,E)
= A۲M۲

A۲Q۲ = B۱N۲

B۱P۲ = P(B۱,D)

P(B۱,E)
.

داريم: A۲MQ و A۱MP مثلث دو در سينوس�ها قضيهٔ بنابر ديگر طرف از

A۱M

A۱P
= sin∠A۱P M

sin∠A۱MP
= sin∠A۲QM

sin∠A۲MQ
= A۲M

A۲Q
=⇒ P(A۱,D)

P(A۱,E)
= P(A۲,D)

P(A۲,E)
.

يکسان E و D به نسبت B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ چهارنقطهٔ هر قوت�های نسبت که می�دهد نشان بالا رابطهٔ ۳ ترکيب
است.

(شکل می�دهيم. نمايش T با را A۲B۱ و A۱B۲ تقـاطع و S و R با را A۲B۱ و A۱B۲ خط دو و M N تقـاطع ب)
نتيجه ∠T RS و ∠T SR زوايای تساوی B۱N S و A۱MR مثلث�های تشابه از استفـاده با قبل قسمت مشابه (۶
دو در A۲ و A۱ که آنجايی از است. مماس A۲B۱ و A۱B۲ بر S و R در که دارد وجود E ′ دايرهٔ نتيجه در می�شود.
A۱B۲ می�شود، ديده هم شکل در که (همان�طور مماسند. E ′ بر جهت يک در A۲S و A۱R دارند، قرار RS طرف
ادامه در باشد.) چنين است ممکن حالات از بعضی در البته نيستند. مماس E ′ بر جهت يک در لزوماً A۲B۱ و
است يکسان E ′ و D دايرهٔ دو به B۲ و B۱ ،A۲ ،A۱ قوت�های نسبت که داد نشان می�توان قبل قسمت مشابه نيز
M N خط طرف يک در B۲ و A۱ که آنجايی از ضمناً می�شود. نتيجه دايره سه اين بودن هم�محور ترتيب اين به و

دارد. قرار C بيرون E ′ دايره�ی و است A۱B۲ پاره�خط بيرون R دارند، قرار
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،A۱A۲ جهت�دار خطوط که طوری به باشند، C نقـاط از دنباله دو B۱,B۲, . . . و A۱, A۲, . . . کنيد فرض .۲ لم
و C درون دايره�ای اين�صورت در مماسند. D بر يکسان جهت يک در همگی . . . ،B۲B۳ ،B۱B۲ و . . . ،A۲A۳

مماسند. E بر جهت يک در همگی ها Ai Bi که دارد وجود E مانند ،D و C با هم�محور

وتر اين بر که دارد وجود D و C با هم�محور و C درون يکتايی دايرهٔ ،C وتر هر برای که کنيد توجه ابتدا اثبات.
دايرهٔ که می�شود نتيجه ببريم، کار به Bi+۱ و Bi ،Ai+۱ ،Ai چهارتايی�های برای را قبل لم اگر حال است. مماس
هر Ei+۱ و Ei اما مماسند. آن بر جهت يک در Ai+۱Bi+۱ و Ai Bi که دارد وجود D و C با هم�محور و C درون Ei

پس .Ei = Ei+۱ ،i هر برای شد، اشاره آن به که يکتايی�ای به توجه با نتيجه�ای در هستند، مماس Ai Bi بر دو
می�شود. ثابت حکم و هستند D و C با هم�محور و C درون E دايرهٔ يک با برابر �Eiها همهٔ

کنيم: ثابت هم درون دايرهٔ دو برای را پونسله قضيهٔ می�توانيم حالا و

،A۱A۲ وترهای که هستند C روی متمايز نقطهٔ n ،A۱, A۲, . . . , An و n ≥ ۳ کنيد فرض پونسله.۵ قضيهٔ اثبات
جهت در جهت�دار وترهای اين همگی Aiها، بودن متمايز به توجه با نتيجه در مماسند. D بر An A۱،. . . ،A۲A۳
روی دلخواه نقطه�ای B۱ کنيد فرض حال می�کنيم. جهت�دهی جهت همين با را D هستند. مماس D بر يکسانی
هر را . . . ،B۴ ،B۳ ترتيب همين به کند، قطع B۲ در را C تا می�کنيم رسم D بر هم�جهت مماسی B۱ از باشد. C

کنيم، تعريف A۱ با برابر را An+۱ اگر .B۱ = Bn+۱ می�دهيم نشان می�کنيم. تعريف قبلی�اش نقطهٔ وسيلهٔ به کدام
دارد وجود E جهت�دار دايرهٔ نتيجه در می�کنند. صدق قبل لم شرط در B۱, . . . ,Bn+۱ و A۱, . . . , An+۱ دنبالهٔ دو
می�آيند. دست به C دايرهٔ با E بر An+۱ و A۱ از رسم�شده هم�جهت مماس�های تقـاطع از ترتيب به Bn+۱ و B۱ که

است. D بر محيط و C در محاط n-ضلعی يک رأس C دلخواه نقطهٔ هر و B۱ = Bn+۱ پس A۱ = An+۱ اما

دهيد نشان باشد. Biها Bi+۱ تماس جهت خلاف و برابر Aiها Ai+۱ تماس جهت ۲ لم در کنيد فرض .۶ تمرين
مماس تقـاطع از �Biها از کدام هر که دارد وجود D و C با هم�محور و C بيرون E جهت�دار دايرهٔ اين�صورت در

می�آيند. دست به C دايرهٔ با E بر Ai از شده رسم هم�جهت

در باشد. صحيح عددی k و D بر محيط و C در محاط چندضلعی يک A۱ . . . An و n ≥ ۳ کنيد فرض .۱ قضيه
اين همهٔ ضمناً مماسند. C بيرون دايره�ای بر Ai Ak−i خطوط و C درون دايره�ای بر Ai Ak+i وترهای صورت اين�
برابر Ai ، j و i انديس دو برای وقتی و شده�اند انديس�گذاری دوری صورت به Aiها ) هم�محورند. D و C با دواير

می�گيريم.) نظر در Ai در C بر مماس خط را Ai A j خط باشد، A j

حکم دوم قسمت ببريد. کار به Ak+۱, Ak+۲, . . . و A۱, A۲, . . . دنبالهٔ دو برای را ۲ لم اول، قسمت برای اثبات.
می�آيد. دست به Ak−۱, Ak−۲, . . . و A۱, A۲, . . . دنبالهٔ دو برای قبل تمرين کارگيری به از هم

n = ۸ برای هم�رسی اين ۷ شکل (در هم�رسند. Ai Ak+i وترهای ،k = n
۲ و زوج n حالت در دهيد نشان .۷ تمرين

می�شود.) ديده
است. شده برگرفته [۳] از اندک تغييراتی با اثبات ۵اين
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.

n = ۸ برای ۱ قضيهٔ :۷ شکل

يک هر (در کنيد. ثابت متقـاطع دايرهٔ دو برای همچنين و يکديگر بيرون دايرهٔ دو برای را پونسله قضيهٔ .۸ تمرين
کنيد.) ثابت را آنها و آورده دست به ۲ و ۱ لم�های از مشابه صورتی بايد حالات اين از

(با دلخواه مخروطی مقطع دو D و C جای به وقتی پونسله قضيهٔ شد، اشاره مقـاله ابتدای در که همان�طور
صورت اين اثبات است. درست دهيم، قرار بودن) بيرون و درون يا و تقـاطع نظر از دلخواه نسبی وضعيت هر

می�کنيم. اشاره آن ايدهٔ به فقط اينجا در و است مقـاله اين سطح از فراتر پونسله، قضيهٔ از تعميم�يافته
مقـاطع و می�برد خطوط به را خطوط که دارد وجود تصويری“ ”تبديلات نام با صفحه تبديلات از خانواده�ای
تصويری تبديل يک با می�توان را هم درون مخروطی مقطع دو هر می�کند. تبديل مخروطی مقـاطع به را مخروطی
می�شود. نتيجه دواير خاص حالت از حالات اين در �پونسله قضيهٔ نتيجه در کرد. تبديل هم درون دايره دو به
همين با می�توان نيز را باشند مماس يکديگر بر نقطه يک در يا و متقـاطع نقطه دو در که مخروطی مقطع دو حالت
خانوادهٔ از بايد و نيست کارساز نيز ايده اين تقـاطع) نقطهٔ ۴ (مثل ديگر حالت�های برای اما گرفت. نتيجه ايده
تصويری ”صفحهٔ روی تبديلات اين کرد.(البته استفـاده مختلط“ تصويری ”تبديلات يعنی تبديلات، از بزرگتری

نيستند.)۶ صفحه به صفحه از تبديلاتی و شده�اند تعريف مختلط“
کرد. خواهيم بحث تصويری تبديلات به راجع هم اندکی دوگانی اصل بهانهٔ به بعد قسمت در

ببينيد. سوم[۳] فصل در می�توانيد را اثبات اين است. دلخواه مخروطی مقطع دو برای ۱ لم اثبات هم ديگر روش ۶يک
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دوگانی اصل ۴
برای اوقـات از بعضی در حتی و داريم سروکار خطوط تقـاطع از حاصل نقـاط با هندسه مسائل از بسياری در ما
اما می�کنيم. بررسی مسأله اشکال ديگر و خطوط با را آن تقـاطع و می�کنيم رسم کمکی خطی مسأله يک حل
امر همين باشند. موازی دو آن� است ممکن و نمی�کنند قطع نقطه يک در را همديگر دلخواهی خط دو هر هميشه
و توازی مختلف حالت�های تا شويم مجبور گزاره�ها، از بعضی بيان يا و مسائل از بعضی حل برای تا می�شود باعث

کنيم. بررسی جداگانه را مسأله خطوط تقـاطع يا
به که است اين ايده است. کارساز موارد از بسياری در که دارد وجود مشکل اين از رهايی برای جالب ايدهٔ يک
همهٔ که کنيم قرارداد اين بر علاوه کنيم. اضافه صفحه به ”بی�نهايت“ در تخيلی نقطهٔ يک صفحه، در راستا هر ازای
واقعی نقـاط از غير به معمولی خط هر و دارند قرار بی�نهايت“ ”خط به موسوم خط يک روی تخيلی نقـاط چنين
تصویری صفحۀ جديد صفحهٔ اين به بگذرد. نيز آن با موازی خطوط دستهٔ با متناظر بی�نهايت نقطهٔ از آن روی
خطوط و هستند بی�نهايت خط نقـاط اضافهٔ به معمولی صفحهٔ نقـاط تصويری، صفحهٔ نقـاط بنابراين می�گويند.
بی�نهايت خط همراه به است) شده اضافه بی�نهايت در نقطه يک کدام هر به (که صفحه معمولی خط��های آن

هستند.
دقيقـاً آن نقطهٔ دو هر از که می�دهد نشان تصويری صفحهٔ در خطوط و نقـاط ”وقوع“ رابطهٔ مورد در تأمل اندکی
معمولی خط دو اگر مثلاً می�کنند. قطع نقطه يک دقيقـاً در را همديگر خط دو هر اين بر علاوه و می�گذرد يکخط
هر نتيجه در و هستند موازی يا و متقـاطعند متناهی نقطهٔ يک در يا بگيريم، نظر در را بی�نهايت) خط از (غير
صفحهٔ در خط دو هر نتيجه در می�گذرند. است آن�دو راستای با متناظر که بی�نهايت در نقطه يک از آنها دوی
است مزيت همين خاطر به است. نقطه يک در تقـاطع همان که دارند، وضعيت يک فقط هم به نسبت تصويری
ساده�تر هندسی گزاره�های بيان نکنيم، محدود متناهی) يا (و معمولی نقـاط به را خودمان اگر موارد از برخی در که

کنيد: توجه زير معروف قضيهٔ دو به مثال عنوان به می�شود.

واصل خطوط صورت اين در هستند. صفحه در مثلث دو A′B ′C ′ و ABC کنيد فرض دزارگ. قضيهٔ
باشند. هم�خط متناظر ضلع�های امتداد تقـاطع محل اگر فقط و اگر همرسند مثلث دو متناظر رئوس

ديگر خطی روی نقطه سه هم C ′ و B ′ ،A′ و هم�خط نقطهٔ سه C و B ،A کنيد فرض پاپوس. قضيهٔ
C B ′ و BC ′ خط دو تقـاطع با برابر Y ،B A′ و AB ′ خط دو تقـاطع با برابر X اگر دراين�صورت باشند.

هم�خطند. Z و Y ،X باشد، AC ′ و C A′ خط دو تقـاطع با برابر Z و

اين واقع در شده�اند. فرض موجود حالت�گيری�ای هيچ�گونه بدون خطوط تقـاطع محل�های قضيه دو اين بيان در
کرديم، تصويری صفحهٔ در وقوع از که تعبيری و بی�نهايت نقـاط گرفتن نظر در با فقط بالا قضيهٔ دو از بيان نحوهٔ

است. کامل و دقيق

می�افتد؟ اتفـاقی چه قضيه بنابر باشند، موازی B A′ و AB ′ پاپوس قضيهٔ در اگر الف) .۹ تمرين

۵۱



..

.

پونسله قضيهٔ

پاپوس قضيهٔ چپ: دزارگ، قضيهٔ راست: :۸ شکل

مرکزی تصوير تبديل :۹ شکل

نتيجه�ای چه مثلث دو اين مورد در دزارگ قضيهٔ هستند. موازی A′B ′C ′ و ABC مثلث دو متناظر اضلاع ب)
کنيد؟ ثابت خودتان می�توانيد را خاص حالت اين آيا دارد؟

آشنای تبديلات از بسياری می�گويند. تصویری تبدیل کند، تبديل خط به را خط که تصويری صفحهٔ تبديل هر به
) مختصاتی جهت يک در انقباض و انبساط حتی يا و خط يک به نسبت تقـارن دوران، انتقـال، مانند هندسی
مثال�ها، از کلی�تر ردهٔ يک کردن پيدا برای هستند.۷ تصويری تبديلات از مثال�هايی ( (x, y) → (ax, y) تبديل مثل
از را صفحات از يکی نقـاط و بگيريد نظر در سه�بعدی فضای در صفحه دو عنوان به را صفحه از کپی دو می�توانيد
تبديل نتيجه در و می�برند خطوط به را خطوط هم تبديلات اين (۹ (شکل کنيد. تصوير ديگر صفحهٔ بر کانون يک

هستند.۸ تصويری
می�شوند. حفظ تصويری تبديلات تحت که هستند هندسی مفـاهيم همهٔ از متشکل تصویری هندسۀ مفـاهيم
است. تصويری مفهوم يک باشد، بيان قـابل نقطه و خط وقوع رابطهٔ و خطوط مفهوم توسط که مفهومی هر پس
بی�نهايت نقـاط روی را آن�ها از يک هر می�توان راحتی به ولی شده�اند. تعريف صفحه (واقعی) متناهی نقـاط روی معمولاً تبديلات اين ۷البته

رسيد. تصويری صفحهٔ کل روی تبديل يک به و داد گسترش نيز
می�کنيم. پيشنهاد علاقمند خوانندگان به را ياگلم[۲] هندسی تبديلات کتاب از سوم جلد مطالعهٔ تصويری، تبديلات با آشنايی ۸برای
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”چهارتايی�های خطوط“، ”هم�رسی نقـاط“، ”هم�خطی ”خط“، ”نقطه“، مثل مفـاهيمی وضوح به وصف، اين با
. . . و ”مربع“ ”دايره“، بودن“، ”عمود ”زاويه“، ”فـاصله“، مثل مفـاهيمی اما هستند، تصويری مفـاهيم . . . و هم�ساز“
مخروطی مقـاطع به مخروطی مقـاطع تصويری، تبديلات تحت که ديد می�توان ندارند. معنا تصويری هندسهٔ در
چک راحتی به شد، برشمرده که تصويری�ای تبديلات مورد در می�توانيد را مطلب اين (درستی می�شوند. تبديل
يا (بيضی مخروطی مقطع يک نوع اينکه وجود با است، تصويری مفهوم يک هم مخروطی“ ”مقطع پس کنيد.)

نمی�شود. حفظ تصويری تبديلات تحت سهمی) يا هذلولی
در را همديگر هم خط دو هر و می�گذرد خط يک دقيقـاً تصويری صفحهٔ در نقطه دو هر از گفتيم که همان�طور
جالب تقـارن يک دارای تصويری صفحهٔ در وقوع رابطهٔ که می�دهد نشان نکته اين می�کنند. قطع نقطه يک دقيقـاً
حدس می�توان پس است، تصويری هندسهٔ همهٔ عبارتی به وقوع رابطهٔ ديگر طرف از است. نقطه و نقشخط بين
حدس اين واقع در می�کند. جابجا را خط و نقطه نقش که دارد وجود تقـارن يک تصويری هندسهٔ کل در که زد
دوگانی“ ”اصل نام با پونسله توسط که است تصويری هندسهٔ در قضيه�ای آن شدهٔ کامل صورت و است درست
صفحهٔ جبری توصيف طريق از هم و موضوعی اصل رويکرد طريق از هم می�توان را اصل اين است. شده نام�گذاری

کرد. ثابت تصويری
به دارد وجود دوگان مفهوم يک تصويری هندسهٔ مفهوم هر برای است. زير صورت به دوگانی اصل دقيقتر بيان
و ”خط“) دوگان ”نقطه“ نتيجه (در ”نقطه“ دوگان ”خط“ است: خودش مفهوم يک دوگان دوگان که صورتی
ساده تعريف اين از استفـاده با است. نقطه“ يک از خط يک ”گذشتن دوگان خط“ يک روی نقطه يک ”وقوع
تقـاطع ”نقطهٔ دوگان مثلاً آوريم. دست به را تصويری هندسهٔ در ديگر جملات و مفـاهيم همهٔ دوگان می�توانيم
خطی که است اين منظورمان هم�خطند“، نقطه ”سه می�گوييم وقتی و است نقطه” دو از گذرنده ”خط دوخط“،
خط سه بر واقع ”نقطه�ای که می�شود اين جمله اين دوگان پس دارند، قرار آن روی نقطه سه اين که دارد وجود
که است مخروطی“ مقطع يک بر واقع ”نقـاط پيچيده�تر مثال يک همرسند“. خط ”سه معادلاً يا و دارد“ وجود
هندسهٔ در درست گزارهٔ يک در اگر دوگانی، اصل بنابر می�شود. مخروطی“ مقطع يک بر مماس ”خطوط آن دوگان
اينکه به توجه با است. درست گزاره�ای نيز حاصل گزارهٔ کنيم، جايگزين دوگانش مفهوم با را مفهوم هر تصويری
دوگانش درستی با گزاره هر درستی که گفت می�توان اصل اين بنابر است، خودش با برابر گزاره، يک دوگان دوگان

است. معادل
بگيريد: نظر در را پاسکال قضيهٔ نمونه عنوان به

نقـاط اين�صورت در باشند، مخروطی مقطع يک بر واقع نقطه شش A۱, . . . , A۶ اگر پاسکال. قضيهٔ
Ai A j از منظور اينجا (در دارند. قرار يکخط روی A۳A۴

∩
A۶A۱ و A۲A۳

∩
A۵A۶ ،A۱A۲

∩
A۴A۵

است.) A j و Ai از گذرنده خط

يک در محاط شش�ضلعی يک مقـابل اضلاع امتداد تقـاطع نقـاط که می�گويد پاسکال قضيهٔ ساده�تر عبارت به
شد: خواهد چنين پاسکال قضيهٔ دوگان بالا قواعد رعايت با حال هم�خطند. مخروطی مقطع

اين�صورت در باشند، مخروطی مقطع يک بر مماس ششخط l۱, . . . , l۶ اگر پاسکال. قضيهٔ دوگان
هم�رسند. l۶

∩
l۱ و l۳

∩
l۴ واصل خط و l۵

∩
l۶ و l۲

∩
l۳ واصل خط ،l۴∩

l۵ و l۱
∩

l۲ واصل خط
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می�گويد که است بريانشن قضيهٔ همان گزاره اين که می�شويم متوجه دوگان، گزارهٔ اين بيشتر ساده�سازی با
هم�رسند. مخروطی مقطع بر محيط شش�ضلعی يک قطرهای

کنيد. بيان را پاپوس قضيهٔ دوگان الف) .۱۰ تمرين
است. معادل دزارگ قضيهٔ با دزارگ قضيهٔ دوگان دهيد نشان ب)

و D بر محيط n-ضلعی يک باشند، صفحه در مخروطی مقطع دو D و C اگر چيست؟ پونسله قضيهٔ دوگان اما
صورت به دنباله�ای کرد: توصيف اين�گونه می�توان را C در محاط

A۱, l۱, A۲, l۲, . . . , An , ln , An+۱ = A۱, ln+۱ = l۱

قرار مجاورش خط دو روی دنباله در نقطه هر و هستند D بر مماس خطوطی ها li و C روی نقـاطی ها Ai که
باشد) مماس C بر li (يعنی باشد C و li تقـاطع نقطهٔ تنها Ai اينکه مگر Ai ̸= Ai+۱ ،i هر برای اين بر علاوه دارد.
است واضح باشد) D روی Ai+۱ باشد.(يعنی Ai+۱ از گذرا و D بر مماس تنها li اينکه مگر li ̸= li+۱ همين�طور و
مقطع بر واقع نقـاط و c مخروطی مقطع بر مماس خطوط را، D بر مماس خطوط و C بر واقع نقـاط دوگان اگر که
محاط و c بر محيط ”n-ضلعی يک ،“D بر محيط و C در محاط ”n-ضلعی دوگان بگيريم، نظر در d مخروطی
دوگانش با پونسله قضيهٔ و می�شود جابجا D و C نقش فقط پونسله قضيهٔ کردن دوگان با پس می�شود. “d در
قضيهٔ دوگان مثلاً می�کنند. بيان را جالبی مطالب قبل، قسمت لم�های و گزاره�ها دوگان حال اين با است. يکسان

می�دهد: نتيجه را زير جالب قضيهٔ ۱

محيط و d در محاط n-ضلعی يک X۱ . . . Xn و درونش ديگری بيضی c و بيضی يک d کنيد فرض .۲ قضيه
و Xi Xi+۱ وترهای امتداد تقـاطع از حاصل نقطهٔ n را Pk ،۰≤ k < n عدد هر برای اگر اين��صورت در باشد. c بر
يک هر نقـاط کنيم،۹ تعريف Xk−i Xk−i−۱ و Xi Xi+۱ وترهای امتداد تقـاطع از حاصل نقـاط را Qk و Xi+k Xi+k+۱
d و c اگر اين بر علاوه دارد. قرار هذلولی يک روی Qkها از يک هر نقـاط و مخروطی مقطع يک روی Pkها از
هر از گذرنده مخروطی مقطع و است يکسان دو اين با هم مخروطی مقـاطع اين همهٔ کانون دو باشند، هم�کانون

گرفته�ايم.) نظر در c با تماس محل را خودش با وتر يک تقـاطع اينجا (در است. بيضی Pkها از يک

شد، اشاره آن به که همان�طور آن کلی ايدهٔ اما است. مقـاله اين سطح از فراتر هم قضيه اين اثبات متأسفـانه
می�تواند زير تمرين رابطه اين در است. هم�محور و بيرون درون، مفـاهيم دوگان کردن پيدا و ۱ قضيهٔ از استفـاده

باشد: جالب

دهيد: نشان باشند. D و C مخروطی مقـاطع دوگان ترتيب به d و c کنيد فرض .۱۱ تمرين

دارند. تقـاطع نقطهٔ چهار d و c باشند، يکديگر خارج D و C اگر الف)

است. d درون c باشد، C درون D اگر ب)
است. n

۲ يا n
۲ +۱ ،k زوجيت به بسته زوج، n درحالت و n+۱

۲ فرد، n حالت در Qk نقـاط ۹تعداد
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.

از (يکی .n = ۱۳ و هم�کانون بيضی دو برای ۲ قضيهٔ :۱۰ شکل
شکل بيضی�های از يک کدام d نمی�شود.) ديده شکل در بيضی�ها

است؟

دارند. اشتراک نقطهٔ دو دقيقـاً d و c باشند، داشته اشتراک نقطهٔ دو دقيقـاً D و C اگر ج)

مماسند. هم بر هم d و c باشند، مماس هم بر D و C اگر د)

مسائل ۵
کنيد. ارائه ،n = ۳ و دواير حالت در پونسله قضيهٔ برای ساده�تر اثباتی .۱

محدب پنج�ضلعی يک رئوس نيز آن قطرهای تقـاطع که داريم صفحه در محيطی محدب پنج�ضلعی يک .۲
است. محاطی پنج�ضلعی يک پنج�ضلعی، اين دهيد نشان می�دهند. تشکيل را محيطی

است. d برابر آنها مرکزهای فـاصلهٔ و دارد قرار R شعاع با C دايرهٔ درون ،r شعاع با D دايرهٔ کنيد فرض .۳
دهيد: نشان

اويلر) (قضيهٔ .R۲ = d۲+۲Rr اگر فقط و اگر دارد، وجود C در محاط و D بر محيط مثلثی الف)
اگر فقط و اگر دارد، وجود C در محاط و D بر محيط چهارضلعی�ای ب)

(R۲−d۲)۲ = ۲r ۲(R۲+d۲).
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دنبالهٔ به باشد. واقع D روی آن وسط اگر می�گوييم، ”خوب“ وتر ،C وتر يک به دايره�اند. دو D و C .۴
مگر Xi ̸= Xi+۲ و باشند خوب Xi Xi+۱ وترهای همهٔ اگر می�گوييم، ”خوب“ دنبالهٔ C نقـاط از X۱, X۲, . . .

را X X باشد، وجود) صورت (در D و C تقـاطع روی X باشد.(اگر Xi از گذرنده خوب وتر تنها Xi Xi+۱ اينکه
همهٔ باشيم، داشته n تناوب دورهٔ با خوب دنبالهٔ يک اگر دهيد نشان می�کنيم.) حساب خوب وتر يک هم

n-متناوبند. خوب دنباله�های

تعريف صورت اين به را fD : C → C تابع ،D جهت�دار دايرهٔ هر ازای به است. دايره يک C کنيد فرض .۵
C دايرهٔ با ،D بر P از شده رسم هم�جهت مماس تقـاطع محل fD (P ) ،C روی P نقطهٔ هر برای می�کنيم.

است.

fC۲ و fC۱ توابع دهيد نشان باشند. آن با هم�محور و C درون جهت�دار دايرهٔ دو C۲ و C۱ کنيد فرض الف)
. fC۱ ◦ fC۲ = fC۲ ◦ fC۱ يعنی می�شوند، جابجا هم با

دارد وجود C۳ و C۱ ،C با هم�محور و C درون C۳ جهت�دار دايرهٔ قبل، قسمت فرضيات با دهيد نشان ب)
. fC۱ ◦ fC۲ = fC۳ که

fC۱ ◦· · ·◦ ،C روی P نقطهٔ يک برای و باشند C با هم�محور و جهت�دار دوايری C۱, . . . ,Cn کنيد فرض ج)
. fC۱ ◦ · · · ◦ fCn (Q) =Q نيز C روی Q ديگر نقطهٔ هر برای دهيد نشان . fCn (P ) = P

و باشد C درون نه که (دايره�ای متباين يا و درون شرط درون، شرط جای به قبل قسمت�های در اگر د)
بزنيد حدس حالت اين در را متناظر درست گزاره�های می�افتد؟ اتفـاقی چه دهيم قرار آن) درون C نه

کنيد. اثبات و

پونسله: از ديگر قضيهٔ دو .۶

باشد. داشته را محيط بيشترين ،C بيضی در محاط محدب n-ضلعی�های ميان در P کنيد فرض الف)
هستند. مماس C با هم�کانون بيضی يک بر P اضلاع دراين�صورت

باشد. داشته را محيط کمترين ،C بيضی بر محيط محدب n-ضلعی�های ميان در Q کنيد فرض ب)
دارند. قرار C با هم�کانون بيضی يک روی Q رئوس دراين�صورت
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بالای از نمای راست سمت شکل فضا!: در پونسله قضيهٔ :۱۱ شکل
است. (هذلولی�گون) چپ سمت شکل
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