
پروانه قضیه
سعیدی امیر و قیاسی محمد

مقدمه

نوشت، ١٨٠۵ سال در اسکاتلندی منجم و ریاضیدان ٨ والاس ویلیام به اورانوس سیارۀ کاشف ٧ هرشل ویلیام که نامه�ای در
شد. مشهور پروانه قضیۀ به بعد�ها که شد خواستار وی از را ای مسئله اثبات

گوید؟ می چه پروانه قضیۀ

از که می�کنیم رسم گونه�ای به را CD و AB وتر دو سپس ایم. کرده رسم را PQ دلخواه وتر دایره�ای در (پروانه). قضیه
از نقطه دو این آنگاه کنند، قطع Y و X نقاط در را PQ وتر BC و AD اگر می�کنند. عبور PQ وسط در واقع M نقطه

٧William Herschel
٨William Wallace
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اند. فاصله یک به M نقطۀ

پروانه قضیۀ برای اثبات چند
این ادامۀ در و کرده�ایم انتخاب را اثبات�ها این از تا چند است، شده ارائه متنوعی و متعدد اثبات�های پروانه قضیۀ برای

آورده�ایم. بخش

والاس) ویلیام (اثبات اول اثبات
AD و NL خط دو توازی از کند. قطع N و L نقاط در را AB و CD تا می�کنیم رسم AD موازات به خطی Y نقطۀ از
پس برابرند، یکدیگر با نیز ∠D و ∠B ی زاویه دو دیگر طرفی از برابرند. هم با ∠D و ∠L زاویۀ دو که می�شود نتیجه

داریم: و است محاطی CLBN چهار�ضلعی

Y C × Y B = Y N × Y L
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با △NML مثلث در MY ۲

Y N×Y L عبارت که شود می نتیجه کنیم توجه △AMD و △NML مثلث دو تشابه به اگر حال
بگوییم: توانیم می پس است. برابر MX۲

XD×XA عبارت یعنی △AMD مثلث در نظیرش

MX۲

XP ×XQ
=

MX۲

XD ×XA
=

MY ۲

Y N × Y L
=

MY ۲

Y C × Y B
=

MY ۲

Y P × Y Q

داریم: آن مخرج به کسر هر صورت افزودن با کنید. نگاه فوق تساوی انتهایی و ابتدایی کسرهای به

MX۲

MX۲ +XP ×XQ
=

MY ۲

MY ۲ + Y P × Y Q

داریم: یعنی برابرند. هم با نیز صورت�هایشان که می�شود نتیجه پس برابرند(چرا؟) هم با فوق کسر�های مخرج اما

MY = MX

بودیم. اثباتش دنبال به که است چیزی همان این و
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پیله! از خروجش و پروانه یک تولد مراحل

جالب) اثبات (یک دوم اثبات
نیمۀ در D′ و A′ جدید نقاط کار این با کنید. قرینه OM خط به نسب را پروانه چپ سمت بال نامیم. می O را دایره مرکز
همرس�اند. PQ خط روی پروانه بال دو که کنیم اثبات است کافی پروانه قضیۀ اثبات برای می�آیند. دست به دایره چپ سمت

داریم: زیر صورت به جدیدی مسئلۀ پس
به�گونه�ای نیم�دایره روی را D و C و B و A نقاط و کرده�ایم انتخاب PQ قطر روی M دلخواه نقطۀ یک زیر دایرۀ نیم در

∠CMQ = ∠DMP و ∠AMQ = ∠BMP باشیم: داشته که کنیم می انتخاب
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همرس�اند. M نقطۀ در PQ بر وارد عمود روی AD و BC صورت این در
می�کنیم ثابت و می�کنیم Mوصل به L از می�کنند. قطع L در را یکدیگر BC و AD که می�کنیم فرض مسئله این حل برای
می نیز قرینه�سازی این از بعد پس هستند. متشابه مثلث تا دو پروانه بالهای که دانیم می است. عمود PQ بر LM که
مثلث که شود می نتیجه کنیم دقت کمی شکل به اگر حال متشابه�اند. هم با △MCB و △MAD مثلث دو که فهمیم
مثلث سایز تغییر یک اضافۀ به است M نقطۀ حول ∠AMC زاویۀ اندازۀ به △MAD مثلث دوران حاصل △MCB

گیرند می عملی چنین یک این از که ساده�ای نتیجۀ یک می�گویند. مارپیچی تجانس چیزی چیزی چنین به دوران. از پس
همان است دلخواه نقطۀ یک حول دیگری ماربیچی تجانس از حاصل یکی که جسم دو متناظر اجزای ی زاویه که است این

است. مارپیچی تجانس در دوران زاویه�
واصل خط بین زاویۀ است تجانس یک همراه به O نقطۀ حول دیگری دوران تصاویر از یکی که زیر شکل در مثال برای
برابر دوران زاویۀ همان با کوچک آدمک چپ دست و راست دست واصل خط و بزرگ آدمک چپ دست و راست دست

است.

AM و CM پاره�خط دو بین ی زاویه با ∠CLA یعنی AD و BC پاره�خط دو بین زاویۀ که معناست این به مشاهده این
مشابه طریق به است. برابر ∠CAD با ∠LMC و است محاطی LMCA چهار�ضلعی پس است. برابر ∠CMA یعنی
تساوی�ها این از برابرند. هم با ∠DBC و ∠DML زاویه�های و است محاطی نیز ADMV چهارضلعی که می�شود نتیجه
PQ بر LM بودن عمود و برابرند هم با ∠DML و ∠CML که فهمیم می ∠CAD و ∠CBD زاویۀ دو تساوی نیز و

می�شود. آشکار
آنها حل و کنیم مطرح را آن با مرتبط تمرین چند کردیم، ترسیم بالا در که نیم�دایره�ای بهانۀ به که است خوبی فرصت اینجا

می�کنیم. واگذار خواننده به را
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برابرند. هم با ∠DMB و ∠CMA زاویۀ دو هم�چنین و ∠BMP و ∠AMQ زاویۀ دو فوق شکل در

اند. همرس PQ � روی CD و AB دهید نشان .١ تمرین

اند. همرس LM � روی BD و CA دهید نشان .٢ تمرین

محاطی�اند. OMAB و OMCD چهار�ضلعی�های دهید نشان .٣ تمرین

٩(Shklyarski) سوم اثبات
دهیم نشان MYکافیست = MX دهیم نشان اینکه برای است عمود XY بر OM چون باشد. دایره مرکز O کنید فرض

برابرند. ∠Y OM و ∠XOM زاویه�های
همچنین و هستند BC و AD وسط N Kو که است بدیهی کنیم، می رسم BC و AD بر O از را ON و OK عمود�های
AD
AM = BC

CM داریم: و CBM△متشابه�اند ADM△و مثلث�های پس .∠DCB = ∠DAB و ∠ADC = ∠ABC
AK
AM = BN

CM و

به نگاهی با حال برابرند. هم با ∠CNM و ∠AKM زاویۀ دو و اند CNM△متشابه AKM△و مثلث�های نتیجه در و
محاطی�اند. دو هر نتیجه در و دارند غیر�مجاور درجۀ ٩٠ زاویۀ دو دو، هر که می�بینیم ONYM و OKXM چهار�ضلعی�های

است. Mathematics Elementary of Theorems and Problems Selected کتاب نویسندگان از یکی Shklyarski٩
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را ∠CNM = ∠Y OM تساوی ONYM چهار�ضلعی در و ∠AKM = ∠XOM تساوی OKXM چهار�ضلعی در
و △XOM مثلث دو تساوی برابری این از و است برابر ∠Y OM با ∠XOM که فهمیم می تساوی�ها این از داریم.

می�شود. اثبات حکم و آمده دست به △Y OM

می�شود. ایجاد پروانه یک شبیه شکلی کنید رسم را y۶ = x۲ − x۶ نمودار اگر

می�کنیم. واگذار خواننده به را آن�ها حل و آورده�ایم دیگر تمرین چند بخش این پایان در

محیطی دایره و کند قطع L و K در ترتیب به را داخلی محاطی دایرۀ AM میانۀ کنید فرض ،△ABC مثلث در .۴ تمرین
تقاطع محل کند. قطع Y و X در را محاطی دایرۀ تا کنیم می رسم BC با موازی خط دو L و K از کند. قطع N در را
قطع R در را محیطی دایرۀ QM و کند قطع Q در را محیطی دایرۀ AY کنید فرض و بگیرید نظر در P را BC با AX

اند. هم�خط N و P و R کنید ثابت کند.

کنید فرض باشند. محیطی و داخلی محاطی دایره�های مراکز ترتیب به O و I کنید فرض △ABC مثلث در .۵ تمرین
نقاط باشد. BC با داخلی محاطی دایرۀ تماس محل D و کند قطع S و M در ترتیب به را محیطی دایرۀ AO و AI

اگر فقط و اگر IX = IY کنید ثابت باشند. خط هم I با که بگیرید نظر در طوری AS و DM روی را Y و X دلخواه
باشد. عمود XY بر IO

پروانه قضیۀ برای تعمیم�هایی

به دیگری قضیۀ یک می�دهیم تعمیم را قضیه�ای وقتی که معنا این به است آن سازی کلی قضیه، یک تعمیم از منظورمان
ابعاد از را قضیه یک آید. می دست به جدید قضیۀ از خاصی حالت عنوان به پیشین قضیۀ که می�کنیم معرفی آن جای

ایم. آورده را پروانه قضیۀ از تعمیم دو بخش این در داد. تعمیم می�توان مختلفی
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اول تعمیم

نقطۀ دو A و B و باشد l دلخواه خط بر دلخواه، دایره�ای مرکز ،O از عمود پای H کنید فرض اول). (تعمیم قضیه
به را دایره AQ و BP و باشند دایره روی بر دلخواه ی نقطه دو Q و P اگر باشند. I روی بر H به نسبت قرینه دلخواه

کند. می قطع H به نسبت قرینه نقطۀ دو در را I خط QS و PR آنگاه کنند. قطع R و S در ترتیب

می�کنیم. اثبات جا همین در را قضیه این
از کنند. قطع Q′ و P ′ در را دایره BR′ و NR′ و کند قطع R′ در را اول دایرۀ △SBN مثلث محیطی دایرۀ کنید فرض

داریم: حال کند. قطع S′ در را دایره تا کنید رسم OH بر عمود خطی S

∠PSS′ = ∠SBN = ∠SR′N

به نسبت نیز P و P ′ که می�شود نتیجه ،OH به نسبت S′ و S تقارن دلیل به و برابرند هم با PS′ و P ′S کمان دو پس
می�شود. اثبات OH به نسبت نیز Q′ و Q تقارن مشابه طریق به قرینه�اند. OH

قرینه�اند OH به نسبت نیز BQ′ و AQ خط دو می�فهمیم پس قرینه�اند OH به نسبت B و A که می�دانیم دیگر طرفی از
و کنیم وصل R′ و R به ترتیب به را P ′ و P اگر حال می�شود. معلوم OH به نسبیت R′ و R تقارن ترتیب این به که
این و قرینه�اند H به نسبت نیز N و M که شود می مشخص کنند قطع N و M در ترتیب به را l خط تا دهیم امتداد

.NH با است برابر MH یعنی بودیم، دنبالش به که است چیزی همان

می�نشیند.) مخروطی مقاطع روی (پروانه دوم تعمیم
می�شود ایجاد نامتناهی مخروط تا دو کار این با دهید. دوران دیگری حول را یکی بگیرید. نظر در را فضا در متقاطع خط دو
چه دلخواه صفحه�ای با شکل این تقاطع که است این شده شناخته پرسش یک چسبیده�اند. یکدیگر به مخروط�ها نوک که

کند. ایجاد تواند می را اشکالی
نیست: بیرون حالت ٧ این از شود می ایجاد که شکلی که کرد اثبات می�توان
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دایره -١
بیضی -٢
سهمی -٣
هذلولی -۴

نقطه یک -۵
خط یک -۶

متقاطع خط دو -٧

است. مخروطی مقاطع مورد در که می�رویم پروانه قضیۀ از تعمیمی سراغ به حال

داده�ایم. قرار مخروطی مقطع یک روی را D و C و B و A نقطۀ ۴ مخروطی). مقاطع مورد در (تعمیم قضیه

ایم. کرده رسم آن بر مخروطیمان، مقطع تقارن محورهای از یکی بر واقع M دلخواه نقطۀ یک از که است عمودی l خط
خطوط آنگاه کنند، قطع M از هم�فاصله نقطۀ دو در را l خط D و C و B و A نقاط از مجزا جفت دو واصل خطوط اگر

می�کنند. قطع M از هم�فاصله نقاط در را l خط نیز آنها از دیگری مجزای جفت تا دو هر واصل

و MT = MU ،MW = MV تساوی�های از یکی صحت زیر اشکال از یک هر در که می�شود نتیجه فوق قضیۀ از
می�دهد. نتیجه را دیگر تای دو صحت MY = MX

سهمی:
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هذلولی:

بیضی:
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