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غيرمحاطی چند وجهی های

اصلی قضيه ٔ ۱ . ۸
اگر ،۱ شکل هرم در مثال برای باشند. داشته قرار کره يک روی بر محدب تصادفی چندوجهی يک رئوس که ندارد لزومی
به را قـاعده می توان سادگی به ولی شد. نخواهد محاط کره ای داخل نيز هرم خود نباشد، محاطی چهارضلعی يک قـاعده 
هر که کنيد فکر است ممکن محاطی شود. چندوجهی يک هرم نتيجه در و شده محاطی چهارضلعی که داد تغيير گونه ای

شود. محاط کره يک در که داد تغيير گونه ای به می توان را محدب چندوجهی

کره يک در شدن محاط برای هرم يک شکل تغيير .۱ شکل

کرد. ثابت را زير قضيه ٔ اشتاينيتز۱ ۱۹۲۸ سال در نيست. امکان پذير هميشه کار اين ولی

رئوس از بيشتر سياهش رئوس که گونه ای به باشد سفيد و سياه رئوس با محدب چندوجهی يک P کنيد فرض .۱ قضيه
شود. محاط کره يک درون نمی تواند P آنگاه نباشند. مجاور آن سياه رأس دو هيچ و بوده سفيدش

«چندوجهی يک P بنابراين کند. محاطی را P نمی تواند شکلی تغيير هيچ پس است، ترکيبياتی کاملاً قضيه شرط
است. غيرمحاطی»

توسط که است S. Tabachnikov و D. Fuchs نوشته ٔ Mathematical Omnibus کتاب يکم و بيست فصل از ترجمه ای مقـاله اين
است. رسيده چاپ به American Mathematical Society انتشارات

۱E. Steinitz
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سفيد را آن رئوس و گرفته نظر در هشت وجهی يک می کند. صدق قضيه شرايط در که داريم چندوجهی يک از مثالی اينجا
کنيد. سياه را جديد رئوس و کنيد متصل نکند) نقض را بودن محدب تا کم ارتفـاع (با چهاروجهی يک وجه، هر به کنيد.
همين به ببينيد. را ۲ شکل نيستند، يکديگر مجاورت در سياهی رأس دو هيچ که داريم سياه رأس ۸ و سفيد رأس ۶ اکنون

داد. انجام بيست وجهی با هشت وجهی، جای به را کار اين می توان صورت

محاطی غير چندوجهی يک .۲ شکل

می توان پس است. محاطی خود خودی به منتظم هشت وجهی يک می رسد. نظر به متناقض موضوع اين نگاه، يک در
نهايت در و گيرند قرار کره  روی بر نيز جديد رئوس که کرد انتخاب گونه ای به را آن وجوه به متصل چهار وجهی های اندازه ٔ

نيست! محدب جديد چندوجهی که است اين کار ايراد آورد. دست به محاطی چندوجهی يک

نظر در می کند، قطع B و A در را S آن لبه ٔ که صفحه) دو توسط آمده دست به (شکل گوه يک با همراه S کره ٔ اثبات.
A نقطه ٔ در دايره دو اين بين زاويه ٔ کنيد فرض است. دايره دو کره، با می دهند تشکيل را گوه که صفحه دو تلاقی بگيريد.
کسی است ممکن می ناميم. دوسطحی نسبی زاويه ٔ اختصار برای يا ،S کره ٔ به نسبت دوسطحی زاويه ٔ را α ما باشد. α برابر
نسبی زاويه ٔ که هنگامی ببينيد. را شکل۳ می آيد، پديد يکسانی زاويه ٔ نيز صورت آن در که کند انتخاب کار اين برای را B

بود. خواهد π − α برابر دوسطحی نسبی خارجی زاويه ٔ است، α دوسطحی

دوسطحی نسبی زاويه ٔ .۳ شکل

قطع را کره آن اضلاع و دارد قرار S کره ٔ روی A که بگيريد نظر در A رأس با محدب و مخروطی چندوجهی يک اکنون
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صفحه ٔ از می توان واقع در است. ۲π با برابر مخروط دوسطحی نسبی خارجی زاويه های مجموع اين صورت در می کنند.
موازی صورت به را صفحه اين کرد. محاسبه صورت اين به را دوسطحی نسبی زوايای و کرد استفـاه A نقطه ٔ در S بر مماس
زوايای که است محدب چندضلعی يک تقـاطع محل کند. قطع را مخروط اضلاع تمام تا کنيد جابه جا کره داخل خودش
اين و است ۲π برابر محدب چندضلعی هر خارجی زوايای جمع طرفی از (چرا؟). است دوسطحی نسبی زوايای برابر آن

ببينيد. را ۴ شکل می کند. ثابت را ادعايمان

۱ قضيه ٔ اثبات .۴ شکل

مجموع رأس، هر برای بگيريد. نظر در را می کند صدق مساله شرايط در که P محاطی چندوجهی مقدمات، اين از پس
علامت و سفيد نقـاط برای مثبت علامت گرفتن نظر در با زوايا اين مجموع Σ کنيد فرض است. ۲π خارجی نسبی زوايای

.Σ < ۰ پس است، بيشتر سياه نقـاط تعداد چون طرف يک از باشد. سياه نقـاط برای منفی
خارجی زوايای سفيد. رأس يک و سياه رأس يک با اضلاع و سفيد رأس دو با اضلاع دارد: وجود ضلع نوع دو ديگر طرف از
ضلع يک برای و مثبت اند Σ در سهم دو سفيد-سفيد، ضلع يک برای هستند. برابر اضلاع سر دو در دوسطحی نسبی

□ است. تناقض يک اين که Σ ≥ ۰ پس می کنند. خنثی را يکديگر سهم دو اين سياه-سفيد

ديگر مثالی ۲ . ۸
شده داده نمايش مثال نيست. لازم وجه هيچ به ولی است، چندوجهی يک نبودن محاطی برای کافی شرط يک ۱ قضيه ٔ
محاطی نيز P کنيم ثابت بياييد ولی نمی کند، صدق ۱ قضيه ٔ شرايط در P لب پريده ٔ مکعب بگيريد. نظر در را ۵ شکل در

نيست.
بگيريد. نظر در می کنند قطع را دايره ضلع هايش که A رأس و سطح سه با مخروطی چندوجهی يک

مساوی کمتر، ترتيب به باشد S درون يا و سطح روی بيرون، A که اين به توجه با دو سطحی نسبی زوايای مجموع .۲ لم
است. π از بيشتر يا و

نقطه يک هستند. دوسطحی نسبی زوايای دواير، اين بين زوايای و می کنند قطع دايره سه در را کره مخروط، وجوه اثبات.
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لب پريده مکعب .۵ شکل

صفحه روی دايره سه کنيد. کنج نگاری۲ تصوير نقطه اين از را S و گرفته نظر در را ندارند قرار دايره ها روی که کره از
تصوير که است اين موضوع اين (دليل است کره روی زوايای برابر صفحه روی دواير اين بين زوايای و می آوريم دست به

ببينيد). را مقـاله انتهای در ۲ تمرين می برد، دايره به را دايره و کرده حفظ را زوايا کنج نگاری،

اين غير در ببينيد. را ۶ شکل است، π برابر زوايا مجموع و همرس اند نقطه يک در دايره سه باشد، S کره ٔ روی A اگر
زوايا مجموع اول حالت در است. آمده ۶ شکل در که داريم حالت دو باشد دايره داخل يا خارج A که اين اساس بر صورت

□ بود. خواهد π از بيشتر مجموع اين دوم حالت در و π از کمتر

هم به نسبت دايره سه وضعيت .۶ شکل

لبه ٔ بريدن از P که اوليه مکعب شده است. محاط S کره ٔ درون که می کنيم فرض و می گرديم بر P پريده ٔ لب مکعب به اکنون
داشته باشند. متفـاوتی رنگ های ضلع هر سر دو که می کنيم سفيد و سياه گونه ای به را Q می ناميم. Q را آمده دست به آن

است. سفيد که می کنيم فرض و می ناميم A را شده بريده رأس
مجموع ،A جز به Q رأس هر برای می دهيم. نسبت را P در ضلع آن با متناظر دوسطحی نسبی خارجی زاويه ٔ Q ضلع هر به
از کمتر A دوسطحی نسبی زوايای مجموع ۱ لم به توجه با پس دارد، قرار کره خارج وضوح به A رأس است. ۲π زوايا اين

است. ۲π از بيشتر نقطه اين در دوسطحی نسبی خارجی زوايای مجموع پس است. π
می زنيم. جمع Q رئوس تک تک روی منفی و مثبت علامت با را دوسطحی نسبی خارجی زوايای ،۱ قضيه ٔ اثبات مانند اکنون
است، سياه ۴ و سفيد ۳ شامل که Q رأس سه است: مثبت مجموع ديگر طرف از و می آيد دست به صفر مقدار طرف يک از

□ است. تناقض که است ۲π از بيش مقداری A سهم و دارد −۲π اندازه ٔ به سهمی مجموع در

وقتی دارد: وجود هم به نسبت کره يک و چندوجهی يک وضعيت برای نيز سومی حالت که می کنيم اشاره پايان، در
ترکيبياتی صورت های تمام چندوجهی ها اين که کرد ثابت ۱۹۳۶ سال در ۳ کوبه هستند. کره بر مماس اضلاع تمام که

در کره بر مماس صفحه ٔ H کنيد فرض می شود: تعريف صورت اين به P از کره «کنج نگاری» تصوير باشد، آن روی نقطه ای P و کره يک S اگر ۲
تبديل اين بنابراين است. H صفحه ٔ با X و P واصل خط تقـاطع از حاصل نقطه ٔ کره، روی X دلخواه نقطه ٔ کنج نگاری تصوير باشد، P قطری مقـابل نقطه ٔ

می کند. برقرار H صفحه ٔ ونقـاط نقـاط اين بين تناظر يک و شده تعريف P از غير کره روی دلخواه نقطه ٔ هر در
۳P. Koebe
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يک «چگونه عنوان با مقـاله ای در ۱۹۹۲ سال در ۴ شرام بعد چندسال باشد. داشته  می تواند را محدب چند وجهی های
کرد. تعويض دلخواه مرغی۵ تخم اشکال با می توان را کره کوبه، قضيه ٔ در که کرد ثابت کنيم» زندانی را مرغ تخم

تمارين ۳ . ۸
که طوری به کنيم متصل وجهی هشت يک وجوه به را چهاروجهی هايی اگر که دهيد نشان صريح محاسبه ٔ يک با .۱

ببينيد. را ۲ شکل بود. نخواهد محدب حاصل چندوجهی گيرند، قرار هشت وجهی بر محيط کره ٔ روی جديد رئوس

می کند. حفظ را آنها بين زاويه ٔ و برده دواير به را دواير صفحه، به کره از کنج نگاری تصوير کنيد ثابت .۲

هيچ و بوده بيشتر سياه وجوه که طوری به شده اند سفيد و سياه آن وجوه که باشد چندوجهی يک P کنيد فرض * .۳
بر P وجوه تمام که ندارد وجود کره ای (يعنی نيست محيط کره ای هيچ بر P کنيد ثابت نيستند. همسايه سياه وجه دو

باشند). مماس آن
ببينيد. را ۷ شکل است، شده بريده آن رئوس تمام که است مکعبی چندوجهی، چنين از ساده مثال يک

محيطی غير چندوجهی يک .۷ شکل

دو با رئوس اگر که کنيد ثابت است. مجاور وجه يکسانی تعداد با آن رأس هر که بگيريد نظر در را چندوجهی يک .۴
برابر سفيد و سياه رئوس تعداد آنگاه نيستند، همرنگ مجاوری رأس دو هيچ که شوند رنگ گونه ای به سفيد و سياه رنگ

است.

مجاوری رأس دو هيچ که رنگ کرد گونه ای به سفيد و سياه رنگ دو با می توان را چندوجهی يک رئوس کنيد ثابت .۵
باشد. داشته ضلع زوجی تعداد وجه هر اگر تنها و اگر نباشند، همرنگ

بسته مسير يک يا و می دهد را مطلوب نتيجه ٔ يا عمل اين آخر. الی و را بعدی رأس سپس کنيد، رنگ را رأس يک راهنمايی.
دارد. وجود چندوجهی اضلاع از فرد طول به

۴O. Schramm
۵ovaloid


